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Ueber den Einfluss von Realiıtäts- und Stetigkeits- 
Bedingungen auf die Lösung gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen. 

(Von Herrn E. B. Christoffel za Zürich.) 


Die Aufgaben, deren Lösung von der Integration gewöhnlicher Dif- 
ferentialgleichungen abhängt, führen in der Regel Nebenbedingungen mit sich. 
welche aus der mit dem Problem segebenen realen Bedeutune der einzelnen 
Variabeln entspringen. und demgemäss stets in einer Beschränkung der Ver- 
änderlichkeit dieser Grössen bestehen. 

Man hat diesem Umstande bisher keine besondere Beachtung geschenkt. 
indem bei den mir bekannt gewordenen Untersuchungen über Probleme dieser 
Art die Schlüsse sich ausschliesslich auf die den allgemeinen Lösunsen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen eigenthümlichen Formverhältnisse stützen. 
ohne dass die Frage erwähnt wird. ob diese Formen auch die hier unerläss- 
liche Eigenschaft besitzen, jene nur auf Grössenverhältnisse gerichteten Neben- 
bedingungen ununterbrochen zu befriedigen. 

Dies ist nun keineswegs unter allen Umständen der Fall; vielmehr 
kann es vorkommen, dass diese Nebenbedingungen zu wesentlichen Abwei- 
chungen von den Geselzen zwingen, nach denen die in der allgemeinen Lö- 
sung dargestellten Functionen durch die Differentialgleichungen von bekannten 
zu unbekannten Werthen fortgesetzt werden, und dann treten Erscheinungen 
ein. die bisher unbemerkt bleiben mussten. weil sie durch eine von diesen 


(seselzen nirgendwo abweichende Rechnung nicht aufgedeckt werden können. 


1. 


Wir beschränken uns der Deutlichkeit wegen auf den Fall. wo die 
Auflösung gewöhnlicher Differentialgleichungen dazu dienen soll. um die 
bewegung materieller Punkte zu bestimmen. Diese Aufgabe schliesst ihrer 
Natur nach drei Bedingungen ein, dass nämlich 1) bei allen jene Bewegung 
unmittelbar bestimmenden Grössen imaginäre Aenderungen, 2) bei der Zeit 
und den Coordinaten unstelige Aenderungen, und 3) bei der Zeit alle Be- 
schränkungen in der Zu- oder Abnahme ausgeschlossen bleiben. 
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Diese Bedingungen würden nicht besonders zu erwähnen sein, wenn 
sie mit den Differentialgleichungen der Bewegung niemals in Widerspruch 
kommen könnten. In Wirklichkeit sind aber diese letzteren nichts anderes. als 
Gleichunzen zwischen unbekannten Grössen. von denen einzelne die Derivirten 
anderer sind. Sie enthalten also thatsächlich zwei von einander zu unter- 
scheidende Bedingungen, von denen die eine darin besteht, dass die Werthe 
jener Grössen durch die Werthe der übrigen gegeben sind, die andere darin. 
dass sie überdies die Derivirten anderer sein sollen. So enthält z. B. die 
Dilferentialgleichung 


| ( de .  Arda Base 
— | — sin@ + 2C0Sa ) + — — 008% —zsin«a -1 
a Ndt b’\dt i 


vleiehzeitig alle Bedingungen, welche durch die beiden Gleichungen 


dx 


Bi; i 
—(ycose—zsine) = 1, y= — 
” 4 z Zu _ dt 


| 
—(ysna+xrcose) + 
L’ Y | B ] 


( 
ausgedrückt sind. 

Da hiernach zwei von einander durchaus unabhängige Bestimmungen 
vorliegen. von denen jede das Zeichen von y an die Zu- oder Abnahme 
von x bindet. nämlich einerseits die ursprüngliche Gleichung zwischen den 
Grössen x und y selbst nebst den Steligkeits-Bedingungen, andererseits die 


dx ce Y . ® . . 
” nebst den Realitäts- und Stetigkeits- Bedingungen, so ist 
{ = 5 


unmittelbar klar, dass Widersprüche zwischen sämmtlichen Bedingungen nicht 


Gleichung y = 


immer unmöglich sind. und unter welchen Vorausselzungen sie eintreten müssen. 

Ein Widerspruch zwischen diesen sämmtlichen Bedingungen tritt stets 
und auch nur dann ein, wenn eine Differentialgleichung oder ein System solcher 
in irgend einem Augenblicke anfängt, das Zeichen der Derivirten einer Function 
in einer den Realitäts- und Stetigkeits-Dedingungen widersprechenden Weise 
su bestimmen. Von demselben Augenblicke an ist eine reelle und zugleich 
stetige Fortsetzung dieser Funetion nur möglich, wenn entweder eine zweite, 
sich dort stetig anschliessende. im Allgemeinen singuläre Lösung existirt. oder 
die Differentialgleichungen in einer entsprechenden Weise abgeändert werden. 
Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. Wenn eine Function x und die unabhängige Variable ? in Folge 


der Stetigkeitsbedingungen ihre Aenderungen im früheren Sinne fortsetzen 
dx ’ 


müssen, aber zugleich == durch die Differentialgleichungen zu einem 


Zeichenwechsel gezwungen wird. 
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ll. Wenn x’ ohne Unstetigkeit sein Zeichen nicht wechseln kann. aber 
r bei steligem x’ durch die Realitätsbedingungen verhindert ist, seine Aende- 
rungen im früheren Sinne fortzusetzen. 

Dieser zweite Fall tritt z. B. ein, wenn die Differentialeleichungen für 
r. als Function von x’ betrachtet, ein Maximum bei positivem. oder ein 
Minimum bei negativem x’ liefern, ohne dass den Bedingungen der Aufgabe 
durch eine besondere Lösung genügt werden kann, welche eine dem Zeichen 
von .x' entsprechende Fortsetzung von x gestallel, z. B. in der Differential- 
oleichung (€ —a)”+a’=a für ! =a, a=a. Hat x von Null aus gehend 
diesen Werth erreicht, so kann es wegen des Zeichens von x’ nicht zu früheren 
Werthen zurückkehren. wegen des Werthes von x’ nicht bei dem Werthe a 
beharren, und wegen der Differentialgleichung und der Realitätsbedingungen 
denselben nicht überschreiten. 

Bedeutet bei einem mechanischen Problem, welches diesen Fall zulässt. 


’ “ A BE. 1. | 
x irgend eine Coordinate, t die Zeit, also 11 die Geschwindigkeit, mit wel- 
cher x wächst, so reicht die Angabe der beschleunigenden Kräfte nebst den 
Anfangs-, Realitäts- und Stetigkeits-Bedingungen zur völligen Destimmung der 
Bewegung nicht für alle Folgezeiten hin, sondern nur bis zu dem Augenblicke, 
wo jener Fall zum ersten Male eintritt. Von diesem Augenblicke an ist die 


) . dc se 

stetige und zugleich reelle Fortsetzung con x bei steligem 7, wnmöglich, also, 
AUCH, 

da die erstere wegen des unbeschränkten Wachsens von t nothwendig ist, wird 


7 zu einer Unstetigkeit gezwungen, die jedoch vollkommen willkürlich ist. 
weil die bis zu jenem Augenblicke wirkenden Bedingungen keine Angabe über 


die Grösse derselben enthalten. 

Auch der erste Fall ist unter zwei verschiedenen Vorausselzungen 
möglich. Sind nämlich &,. 4, die Werthe von x und /, für welche derselbe 
eintritt. so genügt man entweder von da ab den Bedingungen der Aufgabe durch 
eine, von der bis dahin gültigen verschiedene, aber bei 2=.r,. f=t, sich stetig 
anschliessende Lösung. oder es hört, falls eine solche Lösung nicht existirt. 
wenigstens eine der Grössen .r, { aul, reell zu sein. In der That kann unter 
dieser Vorausseizung x, wenn Zi den Werth 4, überschreitet. weder = r, 
bleiben, weil dies eine von der früheren, ein veränderliches x voraussetzenden. 
verschiedene Lösung wäre, noch kann es, ohne imaginär zu werden, x, über- 


schreiten. weil hierbei x’ sein Zeichen ändern würde. während der dritte Fall. 
1 + 
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dass es zu früheren Werlthen zurückkehre, durch die Voraussetzungen des 


vorliegenden Falles ausgeschlossen ist. 
Kin Beispiel dieser Art ist die Gleichung 


y / .\ 2 
R (7 —=1-—r’. Selzt man — y,. und be- 
trachtet z und y als rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes, so entspricht dieser Gleichung 
’ h eine Curve von der nebenverzeichnelen Gestalt. 
/ y welche die y-Axe zweimal zur Asymptote hat. 
| . Lässt man nun x zwischen den Grenzen 
\ / —1 und 1 oseilliren, und verlangt, dass hierbei 
a\ | /"s alle einzelnen Theile im Ausdrucke für y sich mil 
\ | x nach der Stetigkeit ändern, wie es später zu be- 
he E weisenden Sätzen zufolge bei der unbestimmten 
ih Integralion vorsiehender Differentialgleichung wirk- 
| lich geschieht, so wird diese Curve durch den 
Punkt x, y von a, aus in der Richtung a,, @, 4;, Ay, A;, Ag, A-, Ay, dı, »- 
durchlaufen. indem y, so oft x durch Null geht, von einem der Werthsgebiete 
x und —x ins andere springl. um sich von da ab eine Zeit lang nach der 

Stetiekeit zu ändern. 

Dies widerspricht jedoch auf der Seite der negativen x der Bedingung, 
dass bei reellen Werthen aller Variabeln stets v-{ sei, indem auf dem 
Zweige a;. a;. bei abnehmendem «r, = positiv, auf dem Zweige a-, as, bei 


d.c i u . aan 
wachsendem x, —, negativ sein würde. Wenn man daher aus obiger Dilfe- 
( 


rentialgleichung x durch unbestimmie Integration ermittelt, und die willkürliche 
Constante der Bedingung gemäss wählt, dass der Punkt x, y zur Zeit t=0 
von a, ausgehe, so kann diese Lösung reelle Werthe für & bei reellem # nur 
bis zu dem Augenblicke liefern, wo x zum ersten Male =® wird. 


2 


wi 


Die vorangehenden Grössenbestimmungen stützen sich ausdrücklich auf 
die Bedingung reeller Werthe aller Variabeln,. und können ohne dieselben 
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nicht bestehen; sie begründen daher keine Schlüsse auf entsprechende Eigen- 
schaften der durch die Diiferentialgleichungen bedingten analytischen For- 
men. Um auch für die letzteren die Folgerungen festzustellen, welche sich 
an die obigen Ausnahmefälle knüpfen, muss die Untersuchung bei unbe- 
schränkten Variabeln durchgeführt werden. Der hierbei einzuschlagende Wee 
bestimmt sich durch den nachher zu beweisenden Satz, dass der Uebergang 
von einem System gewöhnlicher Differentialgleichungen zu seiner allgemeinen 
Lösung stets als durch unbestimmte Integration vollständiger Differentiale be- 
wirkt angesehen werden kann. 

Während dieser unbestimmten Integrationen, welche man sich in der 
bekannten Weise als successive, die partiellen Differentiale der Reihe nach 
berücksichtigende zu denken hat. durchlaufen nun die unabhängigen Variabeln 
und die der Integration unterworlenen Functionen Werthenreihen, welche 
zwar unbestimmt gelassen sind, aber nichts desto weniger einer wesentlichen 
Einschränkung unlerliegen. 

In der That ist jedes Resultat der unbestimmten Integration, soweil 
dieser Begriff überhaupt reicht, ein Ausdruck «. der als solcher bei fester. 
übrigens willkürlicher unterer Begrenzung stetige Aenderungen nur mit der 
oberen Begrenzung zugleich erleidet, und den Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen zum Differential hat. Wenn daher der Ausdruck # überhaupt vom 
Integrationswege, nicht bloss von seiner Begrenzung abhängt, so muss diese 
Abhängigkeit eine solche sein, dass eine stetige Aenderung des Integralions- 
weges bei fester Begrenzung entweder eine sprungweise Aenderung von 
zur Folge hat, oder, wo « nicht unstelig ist. es ganz und gar ungeän- 
dert lässt. 

In Folge dessen ist durch die unbestimmte Integration jeder Integrations- 
weg ausgeschlossen, an dem entlang die Werthe der unter dem Integral- 
zeichen stehenden Ausdrücke nicht allenthalben in der speciellen Weise auf 
einander folgen, wie sie sich bei der stetigen Fortsetzung der entsprechenden 
Functionen über complexe Werthsgebiete an einander fügen. Denn wenn 
derselbe eine angebbare Stelle enthielte. an welcher der durch die stetige 
Fortsetzung bestimmte analylische Verlauf einer von diesen Funclionen unter- 
brochen ist, so würde man durch stetige Ortsänderung dieser Stelle dem 
Resultate der Integration stetige und von Null verschiedene Aenderungen 
ertheilen können. 

Wenn daher in Folge anderweitiger Bedingungen in dem Augenblicke, 
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wo der Integrationsweg eine bestimmte Stelle überschreitet, bei einer von 
den der Integration unterworfenen Functionen der analytische Verlauf unter- 
brochen werden muss, so muss von diesem Augenblicke an das Resultat 
dieser Integration von dem der unbestimmtien abweichen, da beide sich in 
verschiedener Weise ändern. 

Wenn ein System A von n» gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen eben so viel gesuchten Functionen die Eigenschaft hal. 
dass sich aus ihm nicht sämmtliche Derivirten eliminiren lassen. so besteht 
seine allgemeine Lösung aus » Gleichungen B zwischen den gesuchten Fun- 
ctionen und » willkürlichen Constanten, welche bekanntlich in Bezug auf die 
Functionen von einander unabhängig sind, und überdies, was für unseren 
Zweck ebenso wesentlich ist, dieselbe Eigenschaft in Bezug auf die willkür- 
lichen Constanten besitzen. Denn liessen diese sich aus B eliminiren. so 
wäre das Eliminationsresultat entweder identisch, und dann bestände das 
System B aus weniger als » Gleichungen, oder dasselbe stellte sich dar als 
eine von den Gleichungen A geforderte Relation, in der weder willkürliche 
Constanten noch Derivirten vorkommen können, und dann liessen sich aus A 
alle Derivirten eliminiren, was der Voraussetzung zuwider ist. 

Folglich ist durch die Gleichungen B jede von den » willkürlichen 
Constanten in völlig bestimmter Weise abhängig gemacht von der unabhängigen 
Veränderlichen und den ursprünglich gesuchten Functlionen. Es giebt daher 
auch » von einander unabhängige vollständige Differentiale, welche in Folge 
der Gleichungen A gleich Null sein müssen. und von denen aus man durch 
unbestimmte Integration zu einem mit B gleichbedeutenden System von 
Gleichungen gelangt. Folglich muss die allgemeine Lösung von A wenig- 
stens mittelbar als das Resultat unbestimmter Integrationen angesehen werden. 
Dasselbe gilt von der allgemeinen Lösung jedes beliebigen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen, da dasselbe. auf seine wirkliche Ordnung re- 
dueirt. (vergl. die Abhandlung von Jacobi im 64. Bande dieses Journals, 
Seite 297) als ein System A dargestellt werden kann. 

Bieraus ziehen wir nun den Schluss, dass die allgemeine Lösung ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen bei mechanischen Problemen, weil sie dem 
Resultate wunbestimmter Integralionen entspricht, nach Berücksichtigung der 
Anfangsbedingungen nur bis zu dem Augenblicke gültig ist, wo zum ersten 
Male einer Derivirten durch die Differentialgleichungen ein den Realitäts- und 
Stetigkeits-Bedingungen widersprechendes Vorzeichen angewiesen wird. 
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Umgekehrt kann von den obigen Ausnahmefällen weder der eine, noch 
der andere eintreten, so lange die allgemeine Lösung bei reellen und stelieen 
Aenderungen der Variabeln jeder Function reelle, und wo das gefordert ist. 
zugleich stetige Aenderungen anweist, weil unter dieser Voraussetzung ein 
Widerspruch zwischen der Zu- oder Abnahme einer Function und dem 


Zeichen ihrer Derivirten unmöglich ist. 


3. 

Zum Schlusse will ich an einigen einfachen Beispielen nachweisen. 
wie in den obigen Ausnahmefällen die Realitäts- und Stetigkeits-Bedingungen 
zur Bestimmung der ferneren Bewegung verhelfen, und zu diesem Zwecke 
ein von mir vor längerer Zeit gefundenes Verfahren benutzen, welches, wenn 
auch auf eine specielle Gattung von Differentialgleichungen beschränkt. doch 
vorzugsweise geeignet ist, um die hier erörlerten Verhältnisse zur Anschauung 
zu bringen. Dasselbe gewährt überdies bei einer grossen Zahl von Aufgaben 
der Mechanik ohne die geringste Mühe eine so vollständige Einsicht in den 
Verlauf der zu untersuchenden Erscheinung, wie sie durch die Rechnung nur 
selten, und stels nur auf Umwegen erreicht werden kann. Dasselbe besteht 
in Folgendem. 

Ist eine Differentialgleichung erster Ordnung 


1) 1) =0 


zu untersuchen, in welcher die unabhängige Variable £ nicht vorkommt. so 
betrachte man in einem System rechtwinkliger Coordinaten x als die Abseisse 


zweier Punkte m und u zur Zeit £, von denen der erstere auf der Abseissen- 


n de . u 
axe beharrt, während die Ordinate y des andern =, Ist. Während alsdann m 


sich der Gleichung (1.) gemäss an der Abseissenaxe entlang fortbewegt, be- 
schreibt der mit m stets auf derselben Ordinate befindliche Hülfspunkt « eine 


Curve, deren Gleichung 
2.) fioy) = 0 

ist, und welche die Geschwindigkeitscurve heissen soll. 

de dy __.dy 


Dies festgestellt, ist — 


u» a 9; folglich wird die Geschwin- 
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digkeitscomponente von u parallel zur @-Axe durch die Ordinate, parallel 
zur y-Axe durch die Subnormale der Geschwindigkeitscurve dargestellt. Die 
tangentiale Geschwindigkeit von .e ist hiernach gleich dem von u bis zur 
r-Axe reichenden Stücke N der Normale. Legt man die Richtungen der 
wachsenden x und y wie üblich nach rechts und oben, so bewegt sich « 


wegen der Gleichung 7, 
oder unter m befindet. 

Ist o der Krümmungshalbmesser der Geschwindigkeilscurve, dı der 
Winkel. um den er sich während der Zeit dt dreht, ds das dı gegenüber- 
liegende Bogenelement. so ist odr= ds. Bezeichnet man daher die Winkel- 
veschwindigkeit. mit welcher die Normale sich dreht. durch ». so folgt 


ds 
00 — —.. also 


di 





En = 
1) 


= 


Betrachtet man m als eine Masseneinheit,. so wird die an m wirkende 

’ NE dı 
beschleunigeende Kraft — = ur A 
n dt dt 


normale dargestellt, und zwar, wie man sich leicht überzeugt, stets auf der- 


durch die von m selber ausgehende Sub- 


jenigen Seite von m, nach welcher sie diesen Punkt zieht. 

Auf diese Weise ist die zu untersuchende Bewegung von m auf die 
Bewegung des Hülfspunktes « zurückgeführt, und die letztere augenfällig, so- 
lange « sich ausserhalb der @-Axe befindet, weil in diesem Falle die Ge- 
schwindigkeit von « und ihre Richtung sich aus der Gestalt der Geschwin- 
diekeitscurve und der Lage von « unmittelbar zu erkennen geben. 

dx 
di 
kommt m, welches jetzt mit « zusammenfällt, dort für einen Augenblick zur 


Wenn dagegen « in die x&-Axe einrückt, also y= — =0 wird, so 


Ruhe. Ob es in derselben verharren, oder seine Bewegung weiter fortselzen 


. ., de 2 a 
muss, hängt davon ab. ob mit = auch die andere Geschwindigkeitscomponenle 
dy dy . . . . r. 
7 = yz, von m erlischt. Ist dies der Fall, ist z.B. der Winkel, unter wel- 
( 2 x ) 


chem « die z=-Axe trifft, kein rechter, so geht « und mit ihm m in den 
Ruhezustand über. Damit die Bewegung von u nach seinem Eintritte in die 
xr-Axe nicht erlösche, ist erforderlich, wenn auch nicht in allen Fällen hin- 


dı . . ’ 
reichend. dass dort yI% von Null verschieden bleibt. Was unter dieser 


dx ’ ia 
—- —=y nach rechts oder links, je nachdem es sich über 
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Voraussetzung stattfindet, hängt hauptsächlich davon ab, ob der Punkt, den 
die Geschwindigkeitscurve mit der zr-Axe gemein hat, ein Rückkehrpunkt, 
ein Wendepunkt oder ein Punkt gewöhnlicher Biegung ist. Die verschiedenen 
hier möglichen Fälle lassen sich indessen stets so leicht erledigen, dass eine 
allgemeine Erörterung über dieselben überflüssie ist. 


a . “ . d An 1 
I. Sei die Bewegung von m bestimmt durch die Gleichung TE . 
; ( LT 
. dx £ 
mit der Bedingung, dass für =1, 2=1 und "gr -0 sei. nebst allen aus 
z 


dem Begriff der Bewegung folgenden Realitäts- und Stetiekeits-Bedingungen. 
Wir fügen noch hinzu, dass die Geschwindigkeit von m. ohne durch Null zu 
oehen. ihre Richtung nicht umkehren soll, was die Stetiekeitsbedingune für 


R Ix £ 
unendliche Werthe von Tr vertritt. 


Durch einmalige Integration findet sich die oben als Beispiel benutzte 

“ = dx { > ® . « . « . . . 

Gleichung »() —1—r: also ist die Gleichung der Geschwindiekeitseurve 
- ) 


r . i i l Bu 
xy'=1-x. Dieselbe giebt für y=-0, = +1, y Fr +1. Wenn daher 


der Punkt « die x-Axe trifft, so geht er durch dieselbe hindurch mit der 
Geschwindigkeit 1. Da ferner « sich unter der z-Axe nach links, über 
derselben nach rechts bewegt, so gelangt er. auf welchem Zweige er sich 
auch befinden mag, mit wachsender Geschwindigkeit und wachsender Ordinate 
auf die unendlich entfernten Theile dieses Zweiges. In demselben Augenblicke 
geht der mit « fortwährend auf derselben Ordinate befindliche Punkt m mit 
unendlich grosser Geschwindigkeit durch den Anfangspunkt, wodurch « auf 
die benachbarten Theile des anderen Zweiges übergeführt wird. Da hiernach 
u die Geschwindigkeitscurve unaufhörlich in derselben Richtung, und dieselbe 
Stelle jedesmal mit derselben Geschwindigkeit durchläuft, so ist seine Be- 
wegung eine rein periodische. Folglich führt m periodische Oseillationen 
zwischen den Abseisen e=1 und r=-—1 aus. Da überdies die Ge- 
schwindigkeitscurve in Bezug auf die Coordinatenaxen symmetrisch ist. so 
sind auch die Viertelsschwingungen von m symmetrisch. Die Dauer einer 
ganzen Schwingung ist demnach viermal so gross, wie die Zeit, deren u 
bedarf, um einen Quadranten zu durchlaufen. Wegen dt — - ist die letztere 
1 de 


=/ ru bei positivem y, also =1. Die Dauer einer vollständigen Schwingung 


0 


von m beträgt also 4 Zeiteinheiten. 
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Durch Integration findet man mit Rücksicht auf die Anfangsbedingungen 


x = yt(2—t), was nur von t=0 bis t=2 reell ist. An den Grenzen dieses 


Zeitraums wird 2=0, und hier tritt der Fall ein, dass, wenn x seine reellen 


i ze: 
Aenderungen durch Null hindurch fortsetzt, der Ausdruck <= für = 





bei steliger Aenderung seiner einzelnen Theile das Zeichen wechselt, was die 
reelle und zugleich stetige Fortsetzung von x und £ durch die Differential- 


gleichung selbst unmöglich macht. 


NE . . st ö 
II. Sei « eine reelle Zahl zwischen O0 und —. und die Bewegung 


- 





’ d’z | cotge’ 
von m bestimmt durch die Differentialgleichung Fran = +2=0; die 


übrigen Bedingungen sollen dieselben sein, wie im vorigen Beispiele. 
de\ 


Durch einmalige Integration erhält man 2°(7 = (1-2) (cotge’+ x). 
( 


Daraus ergiebt sich weiter durch unbestimmte Integration 





1—ı° 
> 29 
cotga” 4 x 





t = const.—arctig V 


und hieraus durch passende Bestimmung der Constanten nach einer kleinen 
Reduction x’ = cos’ (1—t) —cotg«’ sin’ (1—t). Folglich hat x die Periode 2n. 
Da indessen, wie man sofort sieht, x aus vorstehender Gleichung zu Anfange 
nur während des Zeitraums 1—e<t<1-+« reelle Werthe erlangt, so 
lassen sich aus der Periodieität des Ausdruckes für x keine weiteren Schlüsse 
ziehen. An den Grenzen dieses Zeitraumes tritt derselbe Ausnahmefall wie 
im vorigen Beispiele ein. 

Die Geschwindigkeitscurve, deren Gleichung z’y’ = (1— x’) (cotge’ + x‘) 


ist, hat eine ähnliche Gestalt, wie im vorigen Falle; wo sie die @-Axe 
| ; 1 
schneidet, wird die Geschwindigkeit von u, abgesehen vom Zeichen, — ——;; 





also von Null verschieden. Folglich finden in Bezug auf die Bewegung von 
u und m auch die vorigen Schlüsse statt. Die Zeit, deren « bedarf, um 
einen Quadranten zu durchlaufen, ergiebt sich aus dem obigen Ausdrucke für 


t gleich arctig(tge)=«, da « zwischen 0 und 5 liest. Folglich führt m 


periodische Oseillationen zwischen den Abseissen e=1 und e=—1 aus, 
aber die Dauer einer ganzen Schwingung ist nicht = 2, wie die allgemeine 


Lösung andeutet, sondern = 4a. 
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II. Sei die Bewegung des Punktes m durch die Differentialgleichung 


el Zi de 


und die hinzugehörigen Bedingungen bestimmt. 


he 0 24 r r dx ' 
Diese Gleichung hat die singuläre Lösung = I: durch Inteeration findet 
r > ( 


l. ‚ | lc \3 La 
man dagegen 3(27 3)(1 -7) — 14— 5°’, bei passender Wahl der In- 


tegralionsconstanten. Die letztere hat zur Folge, dass. die Geschwindigkeits- 
eurve, deren Gleichung 3 (2y+3)(1—y)’ = 14—5x? ist. nothwendig durch 
die Anfangslage von « geht, d. h. «u seine Bewegung auf der Geschwindig- 
keitscurve beginnt. Es wird sich zeigen, dass « nicht unter allen Umständen 
auf ihr verbleibt. 

Was nun die Gestalt dieser Curve betrifft. so ist dieselbe zunächst 
symmetrisch in Bezug auf die y-Axe. Auf der Seite der positiven x gehören 
zu jedem x zwischen 1 und y';* drei reelle y,. von denen eines negativ ist. 


’ rn dı 2 
sonst nur ein einziges. Da y-- J 


— ryl—y für -=1, y=0 nicht 
verschwindet. so findet dort ein 
senkrechter Durchschnitt mit der 








x-Axe statt, welcher die Fort- — 
bewegung von u nicht hindert. Für 


dy 
> 


hat die Curve dort eine Spitze c, 


y-1, e=y'"# wir —=0, also 





in welcher ihre beiden dort von 
links her zusammentreffenden Zweige von der in der Figur punktirten Geraden 
y=1, welche der singulären Lösung entspricht, berührt werden. Endlich 
erlangt y für e=0 ein Maximum. 

Es sind hiernach in Betreff der anfänglichen Lage von «u drei Voraus- 
setzungen möglich. 

0) Befand u sich zu Anfange in « auf dem Zweige a, so bewegt 
es sich zunächst nach rechts, geht dann durch die z-Axe, und setzt von 
dort aus seine Bewegung über 2 hinweg ohne Ende fort. 

b) Befand « sich zu Anfange auf dem Zweige abe, so bewegt es 
sich nach rechts bis e. Von dort kann es, weil die Ordinate in e ihr Zeichen 

2% 


7 
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nicht wechselt. nicht nach links zurückkehren, während die Geschwindig- 
keitscurve sich von e aus auch nicht weiter nach rechts fortsetzt. Folglich 
würde die stetige Fortbewegung von m über die Abseisse x = y',* von e 


dr 


dt 
in e berührende Gerade cs einen den ursprünglichen Bedingungen ebenfalls 


hinaus ohne eine Unstetigkeit von —= y nicht möglich sein, wenn nicht die 


genügenden Ort für « bildete. In e angelangt, geht daher « auf cs über, 
und behält von da ab die Geschwindigkeit 1. 

ce) Befand endlich « sich zu Anfange in «', so durchläuft es den 
Bogen «Pc, und geht dann auf cs über. 

Der Gang von m, oder der Verlauf von x als Function von t, lässt 
sich hiernach leicht beurtheilen. 

IV. Sei % eine positive Constante, und die Bewegung von m bestimmt 


a . ; i dx d’x dx 
durch die Differentialeleichune (| — — 73 -2— —=(. di ang ' 
l 8 ung \ Ale tTz e Anfangsbedingung, 


dx i a PER 
Frau werde. und die hierzu gehörigen Realitäts- 
und Stetigkeits-Bedingungen. 


ar tet, u 


' ek . dx ; . ea. 
Setzt man (y—h)’+a,=c, so folgt (Th) +2°=e, und für die 


Gleichung der Geschwindigkeitscurve (y—h)’+x°= ce‘. Dieselbe ist also ein 
Kreis @«9ye''y' vom Halbmesser ce, dessen Mittelpunkt in der Höhe %h über 
dem Coordinatenursprunge liegt. Wir wollen nun annehmen, y, und x, seien 
so gewählt, dass e > h wird, die Durchschnittspunkte mit der z-Axe seien 
ce und y', und die beiden Punkte, in denen der Kreis von seinen Ordinaten 
berührt wird, « und y. Dann sind in Bezug auf die anfängliche Lage von 


u vier Voraussetzungen möglich. 
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a) Befand « sich anfangs zwischen « und y', so bewegt es sich mil 
abnehmender Geschwindigkeit nach dem Durchschnitte y’ mit der @-Axe, wo 
es zur Ruhe kommt. 

P') Befand « sich zu Anfange auf dem Bogen aßy', so bewegt es 
sich nach links. und kommt wieder in y' zur Ruhe. 

) Befand u sich zu Anfange auf einem der Bogen «y oder «'y, so 
bewegt es sich in beiden Fällen nach rechts, bis es den Punkt y erreicht, 
wobei m die Geschwindigkeit % erlangt. Von dort kann « nicht nach links 


en RE ’ 
zurückkehren. weil die Ordinate y = —z ihr Zeichen nicht wechselt. und nicht 
R ( 


weiter nach rechts gehen, da die Geschwindigkeitseurve sich in dieser Rich- 
tung nicht fortsetzt, und ausser der Gleichung des obigen Kreises keine 
andere Lösung existirt. welche den vorliegenden Bedingungen Ge- 
nüge leistet. 

Folglich ist zur stetigen und zugleich reellen Fortsetzung von x und { 


in dem Augenblicke. wo « in y anlangt, eine plötzliche, übrigens willkürliche 


dx 
Aenderung von gs erforderlich. 


cs . dx ; 
Sei also y, der Werth, auf den — von %k aus in dem Augenblicke 


spring. wo z=e wird; dann folgt aus der ursprünglichen Differential- 
gleichung, wenn (y—h)+ec’=c; gesetzt wird, (y—h)+x° = ce; also wird 
der neue Zweig der Geschwindigkeitscurve ein mit dem vorigen concen- 
trischer Kreis, dessen Halbmesser e, > e ist. 

Je nach dem Werthe von y, springt nun der, an keine stetige Orls- 
änderung gebundene Hülfspunkt «, nachdem er in y angelangt ist, nach 7, 
oder /,. Liegt ausser 5%, auch noch /, über der x-Axe (Figur links). so 
wiederholt sich der vorige Fall, indem nun « sowohl von /, wie von /, 
aus nach dem in gleicher Höhe mit y liegenden Punkte y, rückt, also eine 


. i dx ' ' WE 
neue Unstetigkeit von & erforderlich wird, die zu einem neuen Kreise mit 


vergrössertem Halbmesser führt. Liegt /, unter der x-Axe, und springt «u 
von y nach /,, so rückt es von dort nach 7, (Figur rechts), wo es zur 
Ruhe kommt. 

Die Bewegung von m oder der Verlauf von x als Function von # 
bedarf hiernach keiner weiteren Erörterung. 

Weitere geeignete Beispiele zur Anwendung des vorliegenden Ver- 
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fahrens, welche allerdings nicht auf die hier behandelten Ausnahmefälle 
führen, liefert die Lehre vom konischen Pendel, von der Drehung eines 
Körpers um seinen Schwerpunkt und von der Bewegung eines schweren 
Punktes auf einer beliebig gegebenen Curve. Alle diese Anwendungen 
sind jedoch so einfach, dass es nicht nöthig ist, hier darauf näher ein- 
zugehen. 


Zürich, 5. Januar 1866. 








15 


Ein Uebertragungsprineip. 
(Von Herrn O. Hesse in Heidelberg.) 


Ma kann nicht jedem Punkte in der Ebene einen durch ihn be- 
stimmten Punkt in einer geraden Linie der Art entsprechen lassen, dass auch 
umgekehrt jedem Punkte in der geraden Linie ein einziger Punkt in der 
Ebene entspricht. Die Ebene enthält eben das Quadrat von Punkten in der 
geraden Linie. 

Hiernach scheint es unmöglich. die Geometrie in der Ebene auf die 
(Geometrie in einer geraden Linie zurückzuführen. 

Die Möglichkeit leuchtet aber sofort ein, wenn man bedenkt, dass die 
Ebene gerade so viel verschiedene Punkte enthält, als die gerade Linie ver- 
schiedene Punktepaare. 

Lässt man demnach jedem Punkte in der Ebene ein Punktepaar in der 
geraden Linie und umgekehrt jedem Punktepaare in der geraden Linie einen 
Punkt in der Ebene in unzweideutiger Weise entsprechen, so hat man ein 
Uebertragungsprineip, welches die Geometrie in der Ebene zurückführt auf die 
Geometrie in der geraden Linie und umgekehrt. 

In ähnlicher Weise lässt sich auch die Raumgeometrie zurückführen 
auf die Geometrie in einer geraden Linie, selbst die Geometrie von mehr als 
drei Dimensionen. Hier würde es sich aber nicht um Punktepaare in der 
geraden Linie, sondern um Systeme von drei oder mehreren Punkten in der 
geraden Linie handeln. 

Sieht man jedoch ab von den angedeuteten Erweiterungen des Ueber- 
tragungsprineipes, so kommt es darauf an den Modus festzustellen, nach 
welchem die Uebertragung einer ebenen Figur in eine ihr entsprechende 
Figur auf einer geraden Linie und umgekehrt vor sich gehen muss. 

Es liegen zwei Systeme vor, das eine in der Ebene, das andere auf 
einer geraden Linie, der Fundamentallinie. Ein Punkt xy in der Ebene sei 
durch seine rechtwinkligen Coordinaten x, y bestimmt, ein Punkt A auf der 
Fundamentallinie werde bestimmt durch seinen Abstand A von einem beliebig 
gewähltem aber festen Punkte auf der Fundamentallinie. Soll nun der Punkt 
4 einer von den beiden Punkten der Fundamentallinie sein, welche dem 
Punkte xy in der Ebene entsprechen, so muss die Grösse A eine Function 
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der beiden Grössen vr und y sein. Das heisst, die drei Grössen A, x, y 
müssen durch eine Gleichung %(}, x, y) = 0 mit einander verbunden sein. Da 
aber jeder Punkt der Ebene einem Punktepaare in der Fundamentallinie ent- 
sprechen soll, so muss jene Gleichung eine quadralische in A sein. 

Andererseits soll einem gegebenen Punktepaare 4,. A, in der Fun- 
damentallinie der Voraussetzung nach ein einziger Punkt xy in der Ebene 
entsprechen. Das will sagen, dass die beiden Gleichungen p\4,. x, y) = 0, 
p(ky,x,y) = 0 nur eine Auflösung für die Unbekannten x, y zu lassen, dass 
die Gleichungen linear seien in Rücksicht auf die Unbekannten. 

Hierdurch ist der Modus der Uebertragung analytisch festgestellt. Die 
Uebertragung wird vermittelt durch die Gleichung p(A,x,y)=0, welche in 
,, quadratisch in x und y aber linear ist, also durch eine Gleichung von 
der Form: 

1.) AX+Bi+C = 0 
wenn man unter A, B, € beliebig gegebene lineare Functionen von x und y 
versteht. Man sieht, dass diese Gleichung alles leistet, was das ausgesprochene 
Prineip verlangt. Jedem Punkte in der Ebene entspricht ein Punktepaar in 
der Fundamentallinie und umgekehrt entspricht jedem Punktepaare in der 
Fundamentallinie ein Punkt in der Ebene. 

Um das vorgelegte Prineip fruchtbar zu machen, bedarf es solcher 
Fundamentalsätze, welche die einfachsten Figurenverhältnissse der beiden 
Systeme auf einander übertragen lehren. 

Das einfachste Figurenverhältniss in der Ebene besteht darin, dass drei 
Punkte in einer geraden Linie liegen. Die Coordinaten dieser Punkte seien 
2, Yo, ZıYıs %Y, und A,B,C,, AıB,, ... die Ausdrücke, in welche ABC 
übergehen, wenn man für die Coordinaten in ihnen nach einander setzt die 
Coordinaten der drei Punkte. Alsdann ist die analytische Bedingung, unter 
welcher die drei Punkte in einer geraden Linie liegen, die, dass man drei 
Factoren «1, «, finden kann, welche den drei Gleichungen zugleich genügen: 

wAtwA+mA=0, WB, +wB +wmB=0, wi +w+WwG=0. 


Den drei Punkten in der Ebene entsprechen drei Punktepaare in der Fun- 


damentallinie, deren Gleichungen sind: 
Au +BuA+0G,=0, AR+BA+O=0, A+BiI+O=0. 


Man sieht, dass diese Gleichungen nach einander mit den Factoren «,, 4. 1 
multiplieirt und addirt identisch O geben. Das ist aber gerade die Bedingung, 
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dass die drei Punktepaare eine Involution bilden. Daraus entspringt nun der 
Fundamentalsatz: 

Irgend drei Punkten in einer und derselben geraden Linie der Ebene 
entsprechen drei Punktepaare der Involution in der Fundamentallinie. Jeden 
drei Punktepaaren der Imvolution in der Fundamentallinie entsprechen in der 
Ebene drei Punkte, welche auf einer geraden Linie liegen. 

Es ist damit für das einfachste Figurenverhältniss in der Ebene der 
Ausdruck der entsprechenden Figur in der Fundamentallinie gefunden. Suchen 
wir ebenso umgekehrt das einfachste Figurenverhältniss in der Fundamental- 
linie auszudrücken für die Ebene 

In der Fundamentallinie liegen Punktepaare der verschiedensten Arl 
vor. Jedem derselben entspricht ein Punkt in der Ebene. Unter diesen 
Punktepaaren giebt es solche, welche zusammenfallen,. Doppelpunkte. Man 
kann die Fundamentallinie betrachten als zusammengeselzt aus lauler Doppel- 
punkten und wird die Frage erheben. welches das entsprechende Bild in der 
Ebene sei für alle Doppelpunkte. 

Das Punktepaar (1.) auf der Fundamentallinie wird ein Doppelpunkt, 
wenn die Wurzeln der Gleichung (1.) einander gleich sind. das heisst unter 
der Bedingung: 

2) B-4AC =d. 
Diese Bedingungsgleichung ist aber für die Ebene der analytische Ausdruck 
eines Kegelschnitis. Man hat demnach den Satz: 

Alle Doppelpunkte in der Fundamentallinie entsprechen in der Ebene 
Punkten eines und desselben Kegelschnittes und alle Punkte dieses Kegel- 
schnittes entsprechen Doppelpunkten in der Fundamentallinie. 

Der Kegelschnitt (2.) hängt von den neun Constanten ab. welche in 
seine Gleichung eingehen. Er kann deshalb jeder beliebige Kegelschnitt sein. 
Beachtet man nun. dass dieser Kegelschnitt die Grenze bildet für diejenigen 
Punkte xy in der Ebene, welchen reelle oder imaginäre Wurzeln 4 der 
quadratischen Gleichung 1.) entsprechen, das heisst, reellen oder imaginären 
Punktepaaren in der Fundamentallinie. so sieht man, dass es frei steht diese 
Grenze beliebig zu verengen oder zu erweitern. 

Der Kegelschnitt \2.). die Direetrix, spielt bei der Uebertragung der 
ebenen Figur in die Linearfigur und umgekehrt eine wichtige Rolle. 

Geht man nämlich von irgend zwei Punktepaaren der Fundamental- 
linie aus, welchen zwei Punkte a, b der Ebene entprechen werden, und 

Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft | 3 








18 Hesse, ein Uebertragungsprineip. 


construirt auf der Fundamentallinie alle möglichen Punktepaare, von welchen 
jedes eine Involution bildet mit den beiden Punktepaaren, so entsprechen 
diesen in der Ebene alle möglichen Punkte, welche auf der geraden Linie ab 
liegen. Unter den auf der Funrdamentallinie construirten Punktepaaren giebt 
es aber bekanntlich zwei Doppelpunkte und diese als ein einfaches Punktepaaar 
betrachtet sind harmonisch mit jedem der construirten Punktepaare. Die den 
beiden Doppelpunkten entsprechenden Punkte in der Ebene liegen nach dem 
letzten Satze in der Directrix. Da sie aber auch auf der geraden Linie ab 
liegen, so sind sie die Schniltpunkte der geraden Linie und der Directrix. 
‚lan kann deshalb sagen: 

Jeden drei Punkten auf einer geraden Linie in der Ebene entsprechen 
auf der Fundamentallinie drei Punktepaare der Involution. Construirt man 
dasjenige Punktepaar, welches harmonisch ist, mit jedem der drei Punktepaare 
der Involution und betrachtet jeden Punkt des construirten Paares als einen 
Doppelpunkt, so entspricht das Doppelpunktepaar auf der Fundamentallinie in 
der Ebene dem Schnittpunktepaar der geraden Linie und der Direetrix. 

Auf diese Art entsprechen den Punkten auf irgend einer Tangente 
der Direktrix alle Punktepaare auf der Fundamentallinie, von welchen der 
eine Punkt der Paare unverändert bleibt. nämlich der Punkt, welcher als 
Doppelpunkt betrachtet dem Berührungspunkte entspricht. 

So entsprechen ferner irgend zwei Punkten der Directrix zwei Doppel- 
punkte in der Fundamentallinie. Dem Pole der geraden Linie, welche jene 
beiden Punkte der Directrix verbindet, entspricht das Doppelpunktepaar auf 
der Fundamentallinie, wenn man jeden Doppelpunkt für einen einfachen 
Punkt nimmt. 

So kann man endlich auch alle Sätze bezüglich eines Kegelschnittes, 
der Directrix hier, leicht umwandeln in Sätze der Geometrie der geraden 
Linie. Vereinzelte Beispiele dazu findet man in meinen Vorlesungen aus der 
analytischen Geometrie, Leipzig. Teubner 1865, pag. 76 und in diesem 
Journal Band 63 pag. 184. 

Sehr viel complieirter wird die Uebertragung, wenn der Kegelschnitt 
in der Ebene nicht mehr die Directrix sein soll. Man wird sie aber um so 
lieber aufnehmen, als sie auf neue Gesichtspunkte führt, die im Folgenden 


nur flüchtig angedeutet werden sollen. 
Zu diesem Zwecke drücken wir den ersten oben angegebenen Fun- 


damentalsatz analytisch also aus: 
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Sollen Punkte in der Ebene auf einer geraden Linie liegen. so 
müssen ihre Coordinaten einer linearen Bedingungsgleichung genügen: 
Aa+Bb+Ce = VÖ. 

Derselben linearen Bedingungsgleichung müssen die Coefflieienten A, B, C 
in der Gleichung (1.) genügen. wenn die Gleichung (1.) Punktepaare 
auf der Fundamentallinie darstellen soll, deren entsprechende Punkte in 
der Ebene auf der geraden Linie liegen. 

Den angegebenen Satz erweitern wir nun, wenn wir sagen: 

Sollen Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, so müssen ihre Coordinaten 
x, y einer homogenen Gleichung von der zweiten Ordnung der Variabeln A, 
B. © genügen: 

KARO = 6. 
Derselben Gleichung der zweiten Ordnung müssen die Coefficienten A, BD, C in 
der Gleichung (1.) genügen, wenn die Gleichung \1.) Punktepaare auf der 
Fundamentallinie darstellen soll, deren entsprechende Punkte in der Ebene auf 
dem Kegelschnitt liegen. 

Fünf beliebig in der Ebene gewählte Punkte bestimmen den Kegel- 
schnitt unzweideutig, der durch sie geht, ein sechster Punkt des Kegelschniltes 
ist nur unvollständig durch die beliebig gewählten Punkte bestimmt. Demnach 
können umgekehrt auf der Fundamentallinie fünf Punktepaare beliebig gewählt 
werden. wenn sie in der Ebene Punkten entsprechen sollen, durch welche 
ein Kegelschnitt geht. Ein sechstes Punktepaar auf der Fundamentallinie, 
welches in der Ebene einem Punkte des genannten Kegelschniltes entsprechen 
soll, ist einer Beschränkung unterworfen. Der eine Punkt des Paares kann 
immer noch willkürlich auf der Fundamentallinie gewählt werden. der andere 
ist durch ihn bestimmt, aber nicht unzweideutig. Bestimmt man ihn, so liegen 
auf der Fundamentallinie sechs Punktepaare vor, welchen in der Ebene sechs 
Punkte eines Kegelschnitts entsprechen. 

Diese sechs Punktepaare auf der Fundamentallinie, welchen sechs 
Punkte in der Ebene entsprechen, verlangen einen Namen. Sie sollen heissen 
sechs Punktepaare der Involution der zweiten Ordnung. Dieser Name ist be- 
zeichnend. Denn wenn von den sechs Punktepaaren der Involution zweiter 
Ordnung drei Punktepaare eine einfache Involution bilden, so bilden die drei 
anderen ebenfalls eine einfache Involution. 

Auf Grund der angegebenen Definition hat man nun den Fundamen- 
talsatz: 
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Irgend sechs Punktepaaren der Involution zweiter Ordnung auf der 
Fundamentallinie entsprechen in der Ebene sechs Punkte eines Kegelschnittes 
und umgekehrt entsprechen sechs Punkten eines Kegelschnittes sechs Punktepaare 
der Involution zweiter Ordnung auf der Fundamentallinie. 

Nach der Analogie bei der einfachen Involution ergiebt sich hier die 
entsprechende Aufgabe: 

Wenn von sechs Punktepaaren der Involution zweiter Ordnung elf 
Punkte beliebig gegeben sind, den zwölften Punkt zu bestimmen. 

Eine einfache analytische Betrachtung lehrt, dass die Aufgabe zwei 
Auflösungen zulässt, dass man den gesuchten zwölften Punkt beliebig unter 
zwei ganz bestimmten Punkten zu wählen hat. Es soll dieses hier geometrich 
nachgewiesen werden. 

Durch fünf von den sechs Punktepaaren der Involution der zweiten 
Ordnung ist der Kegelschnitt in der Ebene bestimmt, der durch die, den fünf 
Punktepaaren entsprechenden, Punkte der Ebene geht. Von dem sechsten 
Punktepaare soll nur der eine Punkt gegeben sein. Dieser, als Doppelpunkt 
betrachtet, entspricht einem bestimmten Punkte der Directrix. Allen Punkte- 
paaren auf der Fundamentallinie, von welchen der eine unverändert der ge- 
gebene Punkt ist, entsprechen in der Ebene Punkte auf der Tangente der 
Directrix und dem Doppelpunkte der Berührungspunkt. Die erwähnte Tan- 
vente der Directrix schneidet aber den Kegelschnitt in zwei Punkten und 
jeder dieser Schnittpunkte wird einem Punktepaare auf der Fundamentallinie 
entsprechen. von welchem der eine Punkt unverändert der gegebene Punkt 
bleibt. Die beiden anderen Punkte der beiden Paare werden aber verschieden 
sein. und jeder derselben für den zwölften Punkt der Involution zweiter 
Ordnung genommen werden können. 

Indem wir hiermit abbrechen, sei noch erwähnt, dass man auch jede 
gerade Linie in der Ebene einem Punktepaare auf der Fundamentallinie ein- 
deutig entsprechen lassen kann. Man würde dann die Coefficienten A, B, C in 
der Gleichung (1.) als lineare Ausdrücke der Liniencoordinaten zu nehmen 
haben. Das sich daraus ergebende Uebertragungsprineip wird aber schon 
ersetzt durch das Princip der Reeiprocität. 

Das entwickelte Uebertragungsprineip giebt Gelegenheit eine grosse 
Zahl von neuen Sätzen aus der Geometrie der geraden Linie zu ent- 
decken. Diese Sätze nicht allein direct zu beweisen, sondern Beweis- 
methoden zu erfinden, welche die Sätze gleichsam als selbstverständlich er- 
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scheinen lassen — solche Methoden giebt es — ist eine empfehlenswerthe 
Aufgabe. 

Mit der Lösung der Aufgabe kann man die breitere Basis der Ebene 
verlassen und sich auf die gerade Linie beschränken. ohne die Herrschaft 
über die Ebene aufzugeben. Die gerade Linie wird dann eleichsam als 
Telegraphenbureau dienen, auf dem man alle Zustände in der Ebene erfahren 
und neue Combinationen in ihr anordnen kann. 


Heidelberg, Nov. 1865. 











Recherches sur les polyedres. 


(Par M. Camille Jordan & Chälon s. Saöne.) 


Enone£@ du probleme. 


Uonsiderons un polycdre ferme quelconque, que nous supposerons 
d’abord convexe. On pourra distinguer dans les plans infiniment minces qui 
le limitent un cöle interieur et un cöle exterieur. 

Soit M un sommel de ce polyedre, MN une de ses aretes. Un ob- 
servateur place en M sur la surface exterieure du polyedre et regardant dans 
la direction MN, verra les aretes faces et sommets divers s’enchainer les uns 
aux aufres suivanl un certain ordre que jappellerai, pour abreger, l’aspect 
du polyedre relativement a l’arete MN et au sommet M. 

Cette definition un peu vague peut elre precisee de la maniere suivante. 

Supposons l’observateur situe sur larete MN en un point tres-voisin 
de M: supposons quil se mette alors a tourner dans le sens direct (c'est 
a dire en laissant a sa droite linterieur du petit contour quil deerit) autour 
du point M, en restant tonjours sur la surface exterieure du polyedre. Il 


traversera successivement une serie de faces u, v, a ele. ... auxquelles il 
donnera la serie des numeros successils 1, 2, 3 etc. .... Il numerotera de 
möme les aretes MN, MP, etc. ... dans l’ordre ou il les rencontre. (Quant 


aux sommels, l'origine M portera le n’ 1 et les extremites des aretes MN, 
MP, ... recevront successivement les n” 2, 3, etc. 

Cela fait, l'observateur se transportera sur larete MN dans les environs 
du point N et se mettra a decrire sur la surface exterieure du polyedre et 
dans le sens direct un petit contour autour de N. Les faces quil traversera 
et qui ne sont pas encore numeroleces recevront des numeros a la suite des 
preeedents. De meme pour les aretes nouvelles, dans l'ordre ou on les 
traverse. A mesure quon numerote une arete nouvelle, on numerote egale- 
ment son extremite. 

On se transportera ensuite au point P oü l’on operera de meme: el 
l’on continuera ainsi en se transporlant successivement aupres des divers 
sommets S dans l’ordre ou ils sont inscrits, sur celle des aretes deja nume- 
rolces et passant par ce sommet dont le numero d’ordre est le moindre. A 


mesure qu on traverse une face ou une arete nouvelle, on la numerote a la 
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suite: on numerote aussi les sommels qui sont a lextremite de ces aretes 
nouvelles. lorsqu’ils n’ont pas ete deja enregistres. 

En operant de la sorte, on @vite toute ambiguite et l’aspeect du polvedre 
pourra eire ainsi defini: La relation entre le numero d’ordre de chaque arete, 
ceux de ses deux extremiles et ceux des deux faces quelle borde, telle qu elle 
est donnee par le tableau comparalif qu’on en dresserait. 

En general on peul prendre pour premiere arele une quelconque de 
celles du polyedre, et pour premier sommel une ou lautre de ses deux 
extremites; un m&me polyedre sera done susceplible de 2A aspects dilferents. 
A etant le nombre des ar6les. 

Si Fon supposait l’observateur se mouvant non plus sur la surface 
exterieure, mais sur la surface interieure du polyedre. on aurait de nouveaux 
aspects, qui seront evidemment les m&mes que si l’observateur se mouvail 
sur la surface externe, mais dans le sens retrograde. Ües nouveaux aspecls. 
auxquels nous donnerons en consequence le nom d’aspects retrogrades, seron! 
en nombre 2A comme les precedents. auxquels nous donnerons le nom 
daspects directs. 

Ces considerations s’etendent sans diffieulte a un polyedre queleconque: 
car l'ensemble des plans infiniment minces qui le limitent offrira toujours deux 
cötes netiement distinets. On doit observer seulement que les faces peuvent 
s’enchevetrer de telle facon que celui de ces cöles qui est externe dans une 
region devienne interne dans une aulre: dans ce cas, on pourra choisir arbi- 
trairement ceux des aspects quoon considerera comme direets ou comme retro- 
srades. Une difficulte pourrait se presenter, qui doit etre signalee. Plusieurs 
nappes dun meme polyedre peuvent se toucher en un m&eme sommet, de la 
meme maniere que les nappes dun cöne se reunissent en son sommet. Dans 
ce cas l'ordre de succession des faces autour de ce sommel, bien determine 
sur chaque nappe, cesse de l’eire quand on compare les deux nappes entre 
elles. Nous laisserons de cöte ces cas singuliers pour eviter toutle com- 
plication. 

Il peut se faire que les 4A aspects du polyedre ne soient pas lous 
differents, de sorte qu’il se presente d’une fagon identique sous divers points 
de vue. De la un genre nouveau de symetrie, dependant de la theorie de 
l'ordre, et plus general que la symeirie ordinaire de superposition, puisque il 
ne sagit ici que de la disposition relative des sommets, aretes et faces, et nulle- 
ment de leurs grandeurs. C’esit cette symetrie que je me propose d’etudier. 
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Deux questions se presentent ici: 

1°. Dans quelles eirconstances plusieurs aspects direeis d’un meme 
polyedre sont-ils semblables entre eux? 

2°. Dans quelles eirconstances un aspect relrograde est-il semblable 
a d’autres aspects, soit retrogrades, soit direcis? 

La premiere de ces deux questions est traitee dans un cas fort etendu 
dans le memoire actuel. La seconde fera l’objet dun nouveau travail. 


1. 
Propositions preliminaires. 

Nous designerons sous le nom de lignes tracees sur la surface d’un 
polyedre toute ligne brisee continue formee d'une suite d’areles conseculives. 

La /ongueur d'une semblable ligne sera le nombre des aretes qu'elle 
contient. 

Toute ligne aussi courte que possible, menee entre deux sommels 
donnes, se nommera une ligne geodesique. La longueur de cette ligne mesure 
la distance des deux sommets donnes. 

Il est clair qu’une partie quelconque dune ligne geodesique sera 
elle-meme geodesique. 

Soient ZL, L,,. 1, une serie de lignes divergeant dun meme sommet 
S. Nous appellerons en general ordre de succession de ces lignes autour du 
point S l'ordre suivant lequel elles sont iraversees par un observateur decri- 
vant autour du point S un contour tres-peltit dans le sens direct, et sur la 
surface exterieure du polyedre. 

Il peut se faire que quelques unes de ces lignes aient leurs premieres 
ardies communes, auquel cas la definition precedente ne sullirait pas pour 
etablir entre elles un ordre bien caracterise. Soient STU, STV deux sem- 
blables lignes, ayant un trongon commun ST: nous conviendrons de considerer 
ces lignes non comme entierement confondues mais comme juxtaposees dans 
leur partie commune et de telle maniere quun observateur tournant aulour 
du point S et traversant ST rencontre la ligne STU avant la ligne STV, si 
la ligne STU est celle dont un observateur silue pres de T sur TS et 
tournant dans le sens direct autour de T rencontre d’abord le prolongement. 

Nous dirons que deux lignes donnees ASA, A'SB', se coupent ou se 
fraversent en un sommet S, si un observateur tournant autour de ce sommet, 
voit se succeder alternativement des trongons de ces deux lignes. 
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L’ordre de succession autour d'une face des aretes qui la bordent sera 
defini par l’ordre suivant lequel les rencontre un observateur parcourant le 
contour de cette face dans le sens direct. (c'est a dire en laissant cette face 
a sa droite). 

Proposition l. Soient S un sommet quelconque: a, a, deux aretes, 
conseentives parmi celles qui y aboutissent: F la face comprise entre _elles 
deux: larete a,. succedant immediatement a a autour de S, a succedera 
reciproquement a 4, autour de F. 

Cela resulte immediatement de linspection de 
la figure ei-jointe. 

Deux polvedres seront dils pareis, si en 


choisissant eonvenablement dans chacun deux un 


.. nr oo. A Y 
premier sommet et une premiere arele, on peut faire ——— van 
.. r u X - ® 
en sorte quils presentent un aspect semblable. Si u N 
dans chacun des deux polyedres nous numerotons les 5 % 
F 


faces. aretes el sommels ainsi que nous l’avons indique \ 
plus haut. nous appellerons faces, areles et sommets 
homologues ceux qui portent le meme numero dans les deux polvedres. 

Semblablement, si A et A’ sont deux aspects semblables d’un meme 
polyedre, « un sommet, face ou arete queleonque, a’ le sommet. face ou 
arele qui porte sous laspect A’ le meme numero que a porte sous l’aspee! 
A, nous dirons que a a pour homologue a’ relativement aux aspects A et A’ 
Deux lignes ou regions quelconques du polyedre seront homologues, si les sommels. 
faces ei aretes de l'une sont respectivement homologues de ceux de lautre. 

Enfin nous dirons que deux faces, areles. sommets, lienes ou reeions 
quelconques d’un meme polyedre sont pareils, ou de meme espece. sil existe 
deux aspects semblables relativement auxquels I un soit ’homologue de l'autre. 

II est clair que deux lignes ou regions pareilles R, R’ contiennent le 
meme nombre de faces, areles et sommels. 

Proposition 2. Soient a, b deux sommets, joints par une ligne 
geodesique A: a’, b, A leurs homologues respectifs par rapport «a deux 
aspects semblables A et A’: A sera geodesique, et la distance de a’ a b' sera 
la meme que celle de a a b. 

Car A’ a la meme longueur que I d’apres ce qui preeede: et sil 
existait une ligne plus courte L entre a’ et b’, cette ligne serait I’homologue 
dune ligne Z joignant a a b et plus courte que 1, ce qui est absurde. 

Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 1. 1 
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Proposition 3. Soient P, P' deux polyedres pareils, S, S’ des faces 


ou sommels homologues queleonques: a,, Gy, ... a, les aretes qui se succedent 
autour de S: a,. @. ... a, leurs homoloques: elles se succedent autour de 
S’ dans le möme ordre que a,. @%, ... a, autour de S. 


Si la proposition est vraie pour un sommet S, elle lest pour toute face 
IF qui y aboutit: soient en eflei a,, a, les deux aretes de T qui aboutissent 
en S, a;. ... a, les aultres areles du contour de T, toutes ces areles etant 
supposees se succeeder dans llordre a@,. @,. ... a,. Spoient S’, T’, a,. a, les 
homologues respeclives de S, T, a,. 4a;. 

L’arete a, succede a a, autour de T: elle precedera done a, autour 
de S (proposition 1). Les aretes homologues a,. a, bordent T’ et aboutissent 
en 5’: par hypothese a, precedera a, autour de ce dernier point. Done «, 
succedera a a, sur le conlour de T’'. L’ardte suivante «a, sera l'homologue 
de a,: car a, bordant T et ayant un sommet commun avec a,, son homologue 
x devra border T’ et avoir une extremite commune avec a,,. homologue de 
a,: ce ne peut done etre que l'une des deux areles de T’ conligues A @, 
a, ou a,: mais a, est I’homologue de a,: ce sera done necessairement «,. 
De meme a, aura pour homologue a, etc. 

On voit de meme que si la proposition est vraie pour une face T, 
elle lest pour tout sommet S situe sur elle. 

Si done notre proposition est vraie pour un sommet donne, elle est 
toujours vraie: car on pourra l’etablir de proche en proche 1” pour les faces 
qui passent a ce sommet, 2° pour les sommets situes sur ces faces. 3° pour 
les faces qui passent a ces sommels, etec.... 

Or soient S et a, d’une part, S’ et a, de l’autre, les sommels et aretes 
par rapport auxquels les deux polyedres jouissent d’un aspeet semblable. La 
proposition sera aisee a demontrer pour S et S’. Soient en ellet a, @&,... q, 
les areles successives qui aboulissent en S, a,. &, ... a, "leurs homologues 
qui aboulissent en S’. Les aretes a,, @, ... a, portent respeclivement les 
numeros 1. 2, ... m: leurs homologues a,. &. ... «a, porlant respectivement 
ces me&emes numeros, qui sont croissants, seront rencontrees successivement 
dans l’ordre ou elles sont ecrites par un observateur tournant autour de S'. 

Corollaire Il. Soient L, L,. I», ... une suite de lignes partant de 
S: leurs homoloques L, L,, La. ... se succederont dans le meme ordre 


autour de $'. 
Car l’ordre de succession des lignes Z, L,, 1, ... autour de S et 
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des lienes Z', 2. L.. ... autour de S’ est defini par celui de leurs premieres 
aretes. lequel est le m&me de part et d’autre. 

Cette demonstration serait insuffisanle. si quelques unes des lienes 
considerees L, et 4, par exemple avaient un Irongon commun ST a partir 
de S: mais dans ce cas. soient aT la derniere arele du troncon commun. Tb, 
et Tb, les aretes qui lui succedent le long de chacune des lignes L,. I. ...: L, 
preeedan! L, autour de S, les trois arctes Ta, Tb,. Tb, se suceederont autour 
de T dans l’ordre ou elles sont &eriles. 

Les lignes /,. /, auront un troncon commun S’T': et Ta. Tb,. Tb, auron! 
pour homologues respectives trois ardles Ta, T'b,. Tb,. qui se suceederon! 
autour de 7’ dans l'ordre ou elles sont eerites: done par definition Z, precedera 
L, autour de 8: 

Corollaire Il. Si deux lignes A, A, se coupent en un sommet 5, leurs 
homoloques A, A, se couperont en 5’, homologue de S, et reciproquement. 

Cela resulte evidemment de la definition de lintersection de deux 
lignes. et du Corollaire 1. 

Remarque. Il est clair que les resultats preeedents ne cesseraient 
pas de s’appliquer si P’, au lieu d’etre un polyedre different de P, n’etait autre 
que le polyedre P, mais vu sous un autre aspecl. I]l se pourrait meme que 
le sommet 5° se confondit avec S, un sommet pouvant fort bien, comme nous 
le verrons, eire homologue a lui-meme sous plusieurs aspects differents. 

Proposition 4. Soient A, A’ deur aspects semblables d’un meme 
polyedre, a un sommet quelconque, ab une arete issue de ce point: c une 
arete, face ou sommet quelconque: enfin soient a, a’b', c' les homologques 
respectifs de a, ab, e relativement a A et A. Liaspect A, relatif a a et ah 
sera semblable a laspeet A, relatif a a’ et a’b': et c' sera Ühomoloque de c 
relativement a A, et A.. 

En effet, l’aspecet A etant connu, l’enchainement des faces du polvedre 
sera completement determine. On en deduira done sans ambiguite et l’aspect 
A, relatif a a et ab, et le numero que portera ce sous ce dernier aspecl. 
De laspect A’ on deduira semblablement et l’aspect A, et le numero que 
portera e' sous ce dernier aspect. L’aspeet A’ etant semblable a A et a, 
ab’, c' respectivement homologues de a, ab, ec, les donnees ä partir desquelles 
doit se faire la deduction sont exactement les memes dans les deux cas: 
par suite les aspects A, et A, sont semblables et e, ec’ v porteront re- 
spectivement le meme numero. 

ie 
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Proposition 9. Deuzx lignes ou regions quelconques R', R” pareilles 
a une troisieme R, sont pareilles entre _elles. 

Soient en eflet A et A’ les deux aspects relalivement auxquels R’ est 
Ihomologue de R: ab une arete quelconque de R: a’b' l’arete homologue 
contenue dans R’ (a’ etant Uhomologue de a): les aspects relatifs a a, ab 
et aa, ab sont semblables. et R’ sera ’homologue de R relativement a 
ces deux aspects \Proposition 4). 

Soient de meme A, et A, les deux aspects relativement auxquels AR’ 
est Ihomologue de AR; ab" larete homologue a ab: les deux aspects relatifs 
aa,ab et aa, ab’ seront semblables, et AR’ y sera l’homologue de R. 

Les deux aspects a’, ab et a’, a'b" etant ainsi semblables a un 
troisieme, le seront entre eux. et R’ y sera [’homologue de KR’. 

Proposition 6. Soient L une ligne quelconque tracce a la surface 
dun polyedre: Lı. la. ... toutes les lignes pareilles. Le systeme des lignes 
L, Li» Ida. ... sera son propre homoloque relativement a tous les aspects 
semblables du polyedre. 

En elfet, comparons ensemble deux aspects semblables quelconques 
A et A’. L’homologue de L, par exemple, etant pareille a Z,. le sera a ZI 
(Proposition preeedente). Elle fera done partie de la suite L, L,. 2. 

Proposition 7. Le nombre des aspects differents d'un polyedre de 
A aretes est un dieiseur de 2A. 

Car nous avons vu plus haut que le nombre des aspects possibles, 
semblables ou non, est 2A: et nous allons demontrer que si « de ces aspects 
sont semblables entre eux, tous les aspects possibles, en nombre 2A, se par- 
tageront en groupes contenant chacun «u aspects semblables entre eux. 

Supposons en eflet que l'aspeet du polyedre relatif au sommet a et ä 
larete ab soit le meme que l’aspect relatif au sommet a’ et a larete a’b”. 
Soient e un autre sommet, ed une autre arete qui en soit issue: ce et cd’ les 
homologues de e, cd relativement aux deux aspects a, ab et a, ab. Les 
deux aspects ce, cd et c', c'd’ seront semblables et a, ab y auront respeclive- 
ment pour homologues a’ et a’b' (proposition 4). 

D’ailleurs il est impossible que ec’ se confonde avec c en meme temps 
que c’d’ avec cd. Car si cette double coineidence avait lieu, les deux aspects 
c, cd, et ec’, c'’d’ se reduisant a un seul, a, et ab coincideraient avec leurs 


homologues a’, «a’b’, et les aspects a, ab et a’, a’b' au lieu d’etre comme nous 
le supposons, deux aspects distinets semblables entre eux, se reduiraient a un seul. 
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Ainsi autant il y aura daspects distinets semblables a un aspect donne 
a. ab, autant il yenade semblables a un aspeet quelconque e, ed: les aspects 


) | 
se partageront done en —— groupes contenant chacun «u aspects semblables. 
n [70 


C. 0. F. D. 

Proposition 8. Un polyedre P_etant donne, on peut en determiner 
un autre nı polaire du propose, cest a dire dont les aretes correspondent 
respectivement & celles de P. de telle sorte qu aux aretes qui bordent une 
meme face de P correspondent des arctes qui aboutissent a un meme sommet 
de n et reciproquement. 

Cette proposition fort connue. que nous nous bornerons a rappeler 
sans demonstration. manifeste une analogie remarquable entre les röles que 
jouent dans la theorie des polyedres, d’une part les sommels et d’aulre part 
les faces. Pour faire ressortir cette analocie dans le laneaee. nous les 
desienerons souvent sous le nom collectif d’elements par opposition aux areles, 
auxquelles nous refuserons cette denominalion. 

Proposition 9. Soient S un sommet quelconque d’un polyedre P; a,. 
432... a, les aretes qui y aboutissent, ecrites dans Üordre ou elles se sucee- 
dent autour de S. Les aretes correspondantes @,,. @&. ... «@„ dun polyedre 
rı polaire de P se succederont autour de la face 0 polaire de S dans Vordre 
ou elles sont ecrites, ou dans un ordre precisement inverse. 

En effet. les deux aretes successives a,. a, bordant une meme face F. 
les deux aretes correspondantes «,. «, auront une extremite commune g au 
sommet correspondant ä F. De meme a, et a, bordant une meme face F\. 
leurs polaires «, et «, auront un sommel commun g, ete. ...: ainsi l’arele 
@, est conligue a a, et a: a, lest am, etäa«, etc. 

Cela pose. imaginons quun observateur tourne autour de # dans le 
sens direct ä partir de @,. Il passera de la sur lune des deux aretes con- 
tigues o, ou a„. Si c'est sur m. a @, succedera lautre arete «, contigue ä 
o,: a ca, succedera l’arete contigue «, ete. .... Siau contraire a «, succede 
„, a 0, succedera l’arete contigue Mi... 88. 

Proposition 10. Reciproquement. soient 0 une face quelcongne d’un 
polyedre n, &,. &. ... a, les aretes qui la bordent, ecrites dans lordre ou 
elles se suceedent autour de 0. Les aretes correspondantes @,, dh. ... 4, 
d'un polyedre P, polaire de n, se succederont autour du sommet S, polaire de 


o, dans l'ordre ou elles sont ecrites, ou dans un ordre precisement inverse. 
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Cette proposition, semblable a la precedente, resulte immediatement de 
ce que les relations de polarite sont reeiproques. La demonstration precedente 
s’y appligque mot pour mot. 

Proposition 11. Soient S un sommet quelcongue d’un polyedre P, a,. 


Ay. ... a, les aretes qui y aboutissent: on peut toujours determiner un polyedre 
polaire de P, et tel que les ardtes &,, %. ... a, respectivement polaires de 
A,» Ara... @, se succedent autour de la face 0, polaire de S, dans le meme 
ordre que a). %, ... a, autour de S. 

En effet, soit z un polyedre polaire donne: si l'ordre de succession 
des ardles &,. %s ... &, Mest pas le meme que celui des aretes a,. 
A,» ... a, il sera inverse (Proposition 12). Soit dans ce cas ’ un nouveau 


polyedre symetrique de 7 par rapport a un point ou a un plan quelconque. 
Ses faces, arctes et sommels correspondent respectivement aux faces, aretes 
et sommels de et par suite aux sommels, aretes et faces de P. On peut 
donc le prendre egalement pour polaire de P. Dailleurs on sait que les 
ardtes @&,. a. ... @,„ symetriques de &,, %, ... @, se succedent autour de 
o' symelrique de o dans un ordre precisement inverse de celui ou «@,. 
On... @, se succedent autour de 0: elles se succedent done dans le m&me 
ordre que a, @&, ... a, aulour de 8. 

Nous appellerons polyedre polaire direct de P tout polyedre determine 
de maniere a salisfaire a la condition ci-dessus. 

Proposition 12. Soient P un polyedre quelcongue: 7 un polyedre 
polaire direct de P: S un sommet ou face de P, a,,. @, ... a, les aretes 
qui aboutissent a ce sommet ou bordent cette face: 0, @,, @s, ... a, les 
polaires respectives de 8, a, @, ... a„. Les ardtes a, 0%, ... 0, se 
succederont autour de o dans le meme ordre que a,, @, ... a, autour de 8. 

Si la proposition est vraie pour un sommet $S, elle l’est pour toute 
face T qui y aboutit: soient en ellet a,. a, les deux aretes de T qui abou- 


tissent en S, a,. ... a, les autres aretes du contour de T, toutes ces aretes 
6tant supposees se succeder dans l’ordre a,, @,, ... q,. 

Soient 0, T, &, %. ... @, les polaires respeclives de S, T, a,. 
Bun: 


L’arete a, succedant immediatement a a, autour de T precedera a, autour 
de S (Proposition 1). Leurs polaires &,, «, bordent o ei aboutissent en 7: et 
par hypothese «, precede «, autour de o: donc elle succedera a «, autour 
de r. Done les aretes @,. %. ... «a, se succederont dans le m&eme ordre 
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que leurs polaires a,, a. a„: car si elles se succedaient dans un ordre 
inverse, l’arete a, precedant l’arete a,, larete «, devrait suivre l’arete @, au 
lieu de la preceder. 

On voit de m&me que si la proposilion est vraie pour une face T, elle 
est vraie pour tout sommet U situe sur celle face. 

Or la proposition est verifiee, par construction pour lun des sommets 
de P: done elle est vraie 1" pour les faces aboutissant a ce sommel, 2° pour 
les sommets situes sur ces faces ele. .... Done elle est vraie en general. 

Proposition 13.  Deuzx polyedres ıı, TT, respeclivement polaires direets 
de deux polyedres pareils P, P', sont pareils entre eux, et les elements ou 
aretes polaires d’elements homoloques de P et de P’ sont eu -mömes homolöoques. 

Appelons provisoirement elements ou aretes correspondanis dans les 
polyedres 7 et n’ ceux qui sont polaires d’elements ou aretes homologues 
dans P et P', et designons-les par une me&me leltre alfeciee d’un accen! 
pour celui de ces elements ou areles qui appartient a n. 

1°. Deux faces correspondantes o, 0°, sont bordees d’aretes correspon- 
dantes qui se succedent dans le m&me ordre. De meme, a deux sommets cor- 
respondants aboutissent des aretes correspondantes, disposees dans le m&me ordre. 

Car soient 0 et o’ les elements consideres: &,. &, ... «, les areles qui 
se succedent autour de 0: leurs polaires @,, @, ... a, se succedent dans 
le möme ordre aulour de S polaire de o (Proposition 13): les homologues 
de ces dernieres lignes,. «,. @. ... a, se succedent dans le m&me ordre 
autour de S’ homologue de S (Proposition 3): enfin @,, &, ... &, se succe- 
dent encore dans le meme ordre autour de 0’ polaire de S’ (Proposition 13). 

2°. Ce point etabli, soient o un sommet quelconque de 7, @,. 


Cry 2... @,„ jes areles qui y aboutissent: prenons l’aspect de ı par rapport a 
o et a, et comparons-le a l’aspeci de =’ relalif a 0’ et «,. 

Dans l’aspect 0, «,. les aretes &,, %, ... @, portent respeclivemen! 
les numeros 1, 2, ... m: les faces ,, Pa, ... P, Successivement comprises 
entre a, et &%, & et a, etc. ... auront egalement les numeros 1. 2, ... m: 
enfin le sommet o a pour numero 1, et les sommels Yı. Ya» -.. Y. exire- 
miles de &,,. @,. ... a, auront les numeros 2, 3. ... m+1l. Dans l’aspect 
0, a, les ardtes &,. &, ... @, correspondantes ä &. &%, ... @, et qui se 
succedent dans le meme ordre, auront de m&me les numeros 1, 2. ... m. 
Les faces successivement comprises entre a, ei &%, & et a, ... elc. auront 


de meme les numeros 1,2, ... m; ces faces sont respectivemen! les correspon- 
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« 


dantes de ,. ... „5 car la face /,, par exemple, etant bordee par «, el 
%,, sa correspondante devra etre bordee par «, et &,. ce qui la determine. 
De meme 0’ correspondant a o aura le numero 1, et les numeros 2, 3, ... 


m-+1 seront allecies aux autres extremiles des areles @,, ... «,„. qui ne sont 
autres que les points 4, ... Y,„ eorrespondants A Yı, --. 75 car llardte o,. 


par exemple, aboulissant a chacun des sommels 0 et y,, sa correspondanlte «, 
doit aboutir a chacun des points correspondants 0 et 7. 

Ainsi jusqu’äa present chaque sommet, arete ou face de 7 porte le 
meöme numero relativement a l’aspect ©, o@, que son correspondant dans 
relativement a llaspect 0’, @,. Nous allons demontrer que cette propriete 
continuera a subsister lorsqu’on se Iransportera successivement aux divers 
sommets de ces polyedres pour completer le numerotage, ainsi que nous 
l’avons indique plus haut. 

En effet. supposons que la chose soit vraie, jusqu’au moment oü 
l’observateur se Iransporte a un sommet donne r: nous allons voir quelle 
sera encore vraie pour les faces, areles et sommets quil enregistre en 


tournant autour de ce point. 


Soient d,,. d5. ... 0Ö, la suite des aretes qui aboutissent en 7, &. 
& 2... &, les faces queelles comprennent entre elles. Les aretes correspon- 
dantes d,. ... 0, se succedent autour de 7’ dans le m&me ordre que 
Os... 0, autour de 7: et les faces qu’elles comprennent entre elles &,,.... &, 


sont respeclivement les correspondantes de &, ... &,. Jmaginons maintenant 
un second observateur tournant autour de 7 et marchant du meme pas que 
lautre, de maniere a ce quils franchissent simultanement les ar6tes correspon- 
dantes. A mesure que l'un des observateurs traversera une face ou une 
arele, il l'enregistrera si ce n’est deja fait: et l’autre observateur traversera 
en meme temps la face ou arete correspondante qu'il enregistrera, si ce n est 
deja fait: d’ailleurs si une face ou arele est deja enregistree, sa correspon- 
dante le sera par hypothese, et reciproquement: les deux observateurs auron! 
donc ä enregistrer en m&eme temps et par suite compteront toujours d’accord. 
De meme lorsque lun d’eux enregistre un sommet, l’autre enregistre le sommet 


correspondant. 
Il est done demontre, 1° que les aretes ou elements correspon- 


dants des deux polyedres portent les memes numeros relativement aux deux 
aspects consideres, 2° que les ar&les correspondantes aboutissent a des sommets 
correspondants, et bordent des faces correspondantes. Donc les deux aspects 
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consideres sont semblables par definition et les elements et aretes correspon- 
dants sont homologues. 

Corollaire. Si um polyedre P presente k aspects semblables entre 
eur, il peut etre considere comme pareil a lui-meme sous k points de vue 
differents: le polyedre polaire direct ı sera done pareil a lui-meme sous k 
points de vue differents: et si un meme element de P est son propre homo- 
logue relativement a | de ces aspects, !elöment correspondant de ı sera egale- 
ment son propre homoloque relativement a | aspects. 

Quelques nouvelles definitions sont encore necessaires ici: 

Soit ab une arcle d’un polyedre: si les deux aspects a, ab et b, ba 
que l’on peut prendre par rapport ä cette arete sont semblables. nous dirons 
que le polyedre presente une symetrie de retournement autour de celte arte. 

Si l’aspect dun polyedre est le m@äme par rapport a diverses aretes 
partant dun meme sommet 5, uous dirons que le polyedre presente une 
symetrie par rotalion autour de ce sommet. Le nombre de ces areles SA, 
SB, determinera l’ordre de la rotation. 

La consideration du polyedre polaire permet d’etendre la definition 
precedente aux faces: ainsi il y aura symetrie par rotation autour d’une face 
si l’aspect du polyedre est le meme relativement a plusieurs des aretes qui 
la bordent. (On choisira pour les comparer entre eux celui des deux aspects 
relatifs a chaque arete dans lequel la face considerdce porte le numero 1): 


a 


auquel cas le polyedre polaire sera symetrique par rotation autour du sommel 
correspondant. 

Proposition 14. Si un element E d’un polyedre est son propre 
homologue relativement a m aspects distinets mais semblables entre eur, il 
existe autour de cet element une symetrie de rotation d’ordre m. 

La demonstration de cette proposition resulte immediatement des con- 
siderations precedentes: 

En eflet, supposons d’abord que l'element E soit un sommet: soit EF 
une arete qui y passe: le point E etant son propre homologue par rappor! 
aux m aspects A, A’, ... la ligne EF aura pour homologues respectives une 
suite d’aretes EF, EF', toutes issues de E. Les aspects relatifs ä ces diverses 
aretes sont tous semblables entre eux. Dailleurs ces aretes. en nombre m, 
sont toutes distinetes les unes des autres (Voir la demonstration de la pro- 
position 7). 

Supposons maintenant que l'element E soit une face. Considerons le 
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polyedre polaire: soit & celui de ses sommets qui correspond ä E: il sera son 
propre homologue relativement a m aspects distinets (Proposition 13, Corollaire) 
Il presentera done une symetrie par rotation d’ordre m. Revenant maintenant 
a l’element correspondant E, nous voyons qu'il jouit de la meme symetrie. 

Corollaire. Soit E un element determine du polyedre, m l’ordre de 
la rotation possible autour de cet element (ordre qui peul se reduire A l’unite) 
n le nombre des elements pareils a E. Le nombre u des aspects semblables 
entre eux sera mn. 

Car supposons que E soit un sommet (le cas oü E serait une face 
se ramene Aa celui-la en considerant le polyedre polaire): soient EF une 
arete quelconque issue de ce point, EF, EF' ... etc. les m aretes pareilles 
a EF issues de ce point. Si E, est un sommet quelconque pareil a E, on 
aura m aretes E,F,,. EıF, ... etc. issues de ce point, et respectivement 
pareilles aux precedentes. Le nombre total des aspects 

E, EF, Mn BR... 
E» EıF\. E,, EıF,..., 
E,.-ı; E„.F,-, E,_1» Se ne 


pareils a E, EF est donc precisement mn. 

Si l!’on considere un autre element E’, on aura une rotation d’ordre 
m', un nombre n’ d’elements pareils, et u = mn = m’n'. 

Proposition 15. sSoit abedea un contour ferme trace sur la surface 
d’un polyedre, de maniere a ne se traverser lui-meme nulle part: et qui divise 
cette surface en deux regions separees R, R,, situees, [une R a la droite, 
lautre R, a la gauche d’un observateur tournant autour du contour dans le 


sens abedea. 
Soient respectivement a’b'c'd’e' les homoloques de abede, relativement 


Se 


a deux aspects semblables quelconques A et A’: le contour ferme a’'b'c'd’e'a 
qui ne se traverse lui-meme nulle part (Proposition 3, Corollaire II) divise 
le polyedre en deux nouvelles regions, situees, Üune R' a la droite, et lautre 

re BR | 


R, a la gauche d'un observateur qui suivrait le contour dans le sens ab c'd’e'«a. 
La region de droite R’ sera ÜU'homologue de la region de droite R: 


de meme R, sera Ü’homologue de R,. 
En eflet, soit f celle des faces de R qui borde l’arete ab. Comparons 


ensemble les deux aspects semblables a, ab et a’, a’b'. La face f est la 
premiere que rencontre l'observateur tournant dans le sens direct autour de 
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a a partir de ab. Elle porte done le numero 1 dans laspect a, ab. La 


face f’, situee dans AR’ et bordee par l’aröte a’b’ porterait de m&me le numero 
1 dans l’aspect a’, a’b': elle serait done l'homologue de f relativement aux 
deux aspects a, ab et a’, a’b': U’'homologue de / relativemen! aux deux aspeels 


A et A’ devant d’ailleurs rester son homologue relativement aux aspects 


a, ab et a’, a’b’ ne sera aulre que f. 

Soient maintenani mn» une arete quelconque de f non siltuee sur le 
contour (sil y en a). g la face de R contigue a f suivant mn. L’arete m'n’, 
homologue de mn, borde f', homologue de f, et ne peul ätre situee sur le 
contour a'b’c’d’e'a'; car mn, dont elle est V’homologue. serait alors situee sur 
abedea. La face g conligue a f' suivant mn’ sera evidemment l’homologue de g. 

Soient de meme A une face de A contigue a g, pgq larete commune: 
h' et p’g' les homologues de h et de pg: 4’ sera conligue A g' suivanı p'g’ 
et fera partie de R'. En continuant de proche en proche, de chaque face 
a sa contigue, on arrivera a demontrer que toute face de R a son homologue 
en R’. On verra de m&eme que loute face de R, a son homologue en R,. 

D’ailleurs les deux regions R’, R, n’ont entre elles aucune communi- 
cation, en dehors du contour a’b’e'd’e'a. Car si deux faces F', F, apparte- 
nant respectivement a ces deux regions elaient contigues suivant une arele 
r's non situee sur le contour a'b’c'd’e'a’, les faces F, F, dont elles son! 
homologues seraient conligues suivant l’arete rs, dont r's’ est l’homologue. e! 
qui nest pas situee sur le contour abedea. Les deux regions R, R, auraien! 
donc, contrairement a notre supposition. une communication en dehors du 


contour abedea. 


11. 


Polyedres euleriens. 


Nous considererons specialement dans ce qui va suivre les polvedres 
tels que tout contour ferme trace sur leur surface et ne se traversanl pas 
lui-m&me divise cette surface en deux regions separees. Üelte categorie de 
polyedres, auxquels nous donnerons le nom de polyedres simples ou de poly- 
edres euleriens enferme comme cas particulier les polyedres convexes. 


mr %* 


) 
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Toute calotte polyedrique K, detachee d’un polyedre eulerien par un 
contour ferme C, sera divisee en deux parties separees par toute ligne L tracee 
transversalement sur sa surface de maniere a ne pas se traverser elle-meme 
et a avoir ses extremiles sur C. 

Car la region K,. situee a droite de L, est 


2 ee * 
0 x — Ä 
Ex = Kk N Jimitee par le contour ferme Leba, qui par hypothese 
/ Er la separe completement du reste du polyedre, et 
q 2) par suite de la region de gauche Ä,. 


\ 5 Nous donnerons le nom de calottes poly- 
wo | edriques simples aux calottes qui jouissent de la 


propriete ci-dessus. 

Les deux calottes partielle K,. K, obtenues en partageant une calotte 
simple K par une ligne transversale L sont elles-memes des calottes we 

Car soient L, une ligne transversale tracee sur la surface de K,., d 

b ses extremites: supposons pour fixer les idees que d soit situe sur Z 
et b sur C. La region k situce a droite de /, est limitee par la portion be 
du contour C et la transversale bde, qui la separe completement par hypothese 
du reste de la calotte K et par suite de la region K, situee a gauche de db. 

Theoreme. Soit K une calotte polyedrique simple: S le nombre de 
ses sommets, F celui de ses faces, A celui de ses aretes: on aura la relation 
S+F=4A+1. 

Pour etablir ce theoreme, tragons sur la calotte une ligne 7 dont les 
sommels exiremes soient situes en des points differents du contour de K, les 
sommels intermediaires, sil y en a, etant tous differents et non situes sur le 
contour. Il est toujours facile de tracer une semblable ligne. En eflet, soient 
yg une des faces qui bordent le contour, ab une des aretes par lesquelles elle 
se raltache au reste de la calotte: si le point b n'est pas situe sur le contour, 
imaginons un observateur partant de ce point et faisant le tour de la face en 
seloignant de ab: il pourra rencontrer un certain nombre de sommets b,, b,,... 
non situes sur le contour: mais il finira par arriver a un sommet 5b, situe 
sur le contour. De meme, si a n'est pas situe sur le contour, un observateur 
tournant autour de y ä parlir de a et en s’eloignant de b pourra rencontrer 
quelques sommels @,, @, ... non situes sur le contour: mais il finira par 


arriver a un sommet a, situe sur le contour: ce sommel sera d’ailleurs dif- 
ferent de b,: car siil se confondait avec b,, la face proposee g n’ayant que 
ce seul sommet sur le contour, ne le borderait pas, comme nous le supposons. 
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Cela etant, la ligne a,...a,a,abb,...b, reunit evidemment les conditions exigees 
pour la ligne A. 

Supposons maintenant qu’on dechire la calotie suivant la liene 1: elle 
se trouvera divisee en deux calottes simples parlielles /, et MG: et il est 
aise de voir que si le theoreme est vrai pour chacune de ces calottes par- 
tielles. il le sera pour K. 

En effet, soient respectivement S,, F,, A. 8;, F,. A, les nombres 
des sommets, faces et aretes de K, et de K,: on a par hypothese les relations 
S+F,=A+1l, S+R=4A+Hl, 

d’oü 
S +8: +F+RrR=A+A:+2. 

Or chaque face de K se retrouve sur l'une des calottes partielles, et 
sur une seule: done FR +F, = F. Chaque arele de K se reirouve sur une 
des deux calottes: elle se retrouve m&me sur toutes les deux si cette arete 
fait partie de 7: on aura donc,. en designant par Öd le nombre des aretes de 
A, A, + A, = A+ 0. Chaque sommet de K se retrouve sur l’une des calottes: 
il se retrouve meme sur toutes deux si ce sommet est situe sur 1; et comme 
le nombre des sommets de _1 est evidemment d-+1. on aura 8,48, = S+J-+1. 
Substituant ces valeurs dans la relation precedente, il vien! 

S+F= A+H1, 
ce qu'il fallait demontrer. 

Il reste a demontrer le theoreme pour chacune des calottes partielles 
K,. K,: pour cela chacune d’elles pourra &etre decompose e en deux autres, 
que Von decomposera a leur tour en deux aulres ele. Continuant ainsi on 
arrivera a reduire la question au cas d une calotte ne contenant plus qu'une 
seule face. Mais alors le theoreme devient evident, car si la face a » areles. 


elle aura » sommets et l’equation a demontrer se reduit a lidentite „+1 =»+1. 


Observation. Il importe de bien se rendre compte de toute la 
generalite que comporte le theoreme que nous venons de demontrer: ainsi 
il peut s’etendre au cas oü l’on aurait, au lieu d’une seule calotte polyedrique 
K, plusieurs calottes successives se touchant par un simple sommet ou reliees 
les unes aux autres par des lignes droites ou polygonales, a Ja condition que 
deux quelconques des calottes partielles ‚ne soient liees entre elles que d’une 
seule maniere, de telle sorte qu’en coupan! en un point quelconque la ligne 
qui les joint on detruise toute continuite. 
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Ainsi, par exemple le theoreme s’appliquera au 


ER 
ge ) systeme K forme de trois calottes M, N, P relices par 
BT ER? les aretes ab et de. En effet detachons du systeme la 
/ ? calotte M. Le Iheoreme sera vrai pour le systeme slil 
„ ar zn \ est vrai pour chacun des deux systemes partiels ainsi 
) =; J obtenus. Car soient $S, F, A, S,, F,,. Aı. S;. F,, A, 
u > les nombres d’aretes, faces et sommets que contiennent 


respectivement le systeme total, la calotte M et le systeme partiel restant K,. 
Si le theoreme s’applique aux systemes partiels. on aura S+F,= A, +1. 
S:+B=A4+1 deu $+8+FM+PR= A, +A,+2. D’ailleurs chaque arte 
ou element de K fait partie d’un seul des systemes partiels, sauf le sommet 
a quon retrouve dans tous deux: on aura done +8; = S+1, FF +R,=F, 
A+4=4A, deu S+F=A+1. 

Le theoreme est vrai pour M: reste a le demontrer pour Ä;; detachons- 
en l'arete ab. Le theoreme sera vrai pour K, sil est vrai pour ab et pour 
le systeme restant K,: mais il est evident pour ab, ar&te unique, qui a deux 


sommets. Reste a le demontrer pour K;: nous detacherons de ce dernier 


systeme la calotie N etc. 

Les indications qui precedent montrent que le theoreme subsisterait 
encore lors meme que les calottes M, N, P seraient reduites a de simples 
points, auquel cas le systeme se reduirait a de simples lignes; mais toujours 
a la condition expresse qu’en coupant une de ces lignes, on detruise toute 
continuite. 

Theoreme d’Euler. Soient P un polyedre eulerien, S le nombre de 
ses sommels, F celui de ses faces, A celui de ses aretes; on aura la relation 
S+F=A+2. 

En effet, detachons par la pensee une des faces du polyedre,. y. I 
reste une calotte simple K, dans laquelle le nombre total des sommets et 
faces depasse d’une unite celui des aretes: mais elle contient tous les sommets 
et toutes les aretes du polyedre, et toutes les faces, sauf une : C.Q.F.D. 

Remarque. Ce theoreme est caracteristique des polyedres euleriens: 
car il serait aise de demontrer que si l’on peut tracer sur un polyedre A 
contours differents, ne se coupant pas mutuellement, et ne divisant pas la 
surface du polyedre en parties separees, on aura, au lieu de la relation 


ci-dessus,. la suivante: 


S+F = A+2—R4. 





Jordan, Recherches sur les polyedres. 39 


Remarque 2°. Il importe enfin de remarquer que la demonstration 
que nous avons donnee des deux theoremes precedents ne suppose nullement 
que les faces du polyedre soient planes. ou ses aretes rectilignes. Elle 
subsisterait dans son integrite lors meme que chaque face serait remplacee 
par un reseau de facettes supposees invariablement liees entre elles,. de maniere 
a former un seul tout, et chaque arete par un fuseau, forme d’un reseau de 


facettes egalement liees entre elles d’une facon invariable. 


III. 
Premier theoreme fondamental. 


Theoreme. Soit R une calotte polyedrique simple, limitee par un 
contour ferme Ü qui ne se traverse pas lu-meme: si R est sa propre homo- 
loque relativement a k aspects semblables A, A,, ... A,_, du polyedre auquel 
elle appartient, il ezxistera dans cette region un element doue d’une symetrie 
de rotation dont lordre sera au moins egal ü k. Toutefois, ii k—=?2. cet 
element pourra etre remplace par une arete, douee de la symetrie par re- 
tournement. Dans tous les cas, tous les autres elements et aretes de R pourront 
etre groupes en systemes de k aretes ou elements pareils. 

Avant d’aborder la demonstration generale de ce 
theoreme, quelques observations et lemımes sont indispensables: 

Le contour €, par hypothese, ne se traverse pas lui- 
meme: mais nous nexcluons pas le cas oü deux parties . \e 
differentes de ce contour se touchent en quelque point, ou 
meme se confondent dans une partie de leur etendue, comme | q 
cela se voit dans la figure ci-jointe, oü sont r@unies les " /, 
diverses eirconstances qui peuvent se presenter. On voil 4 
qu’un observateur,. qui voudrait faire le tour complet de ce ,\ 
contour, sans jamais le traverser, serait oblige de suivre le y.\ ei 
trajet indique par les fleches,. et dont plusieurs parties son! | 
coineidentes, de telle sorte quil repasserait deux fois par chacun des points 
b et f, et trois fois par le point a. 

Lemme 1". Mais il existe dans tous les cas sur le contour © des 
points oü l'observateur ne passera qu'une fois en faisant son tour. 

En eflet, soit /’ une portion du contour, choisie aussi courte que 
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possible parmi celles dont l’origine et l’extremite sont en un meme sommet: 
soit s ce sommet: deux cas pourront se presenter. 

1" cas. La premiere arete de 7, sa, dilfere de sa derniere arete bs. 
Dans ce cas le contour /' n’a ni point ni arete communs avec le reste e, 
du conlour e. Car si cela etait. une transversale m» menee entre sa et sb 
dans le voisinage du point s ne diviserait pas la region R en deux regions 
separ6ces. puisque, parltant du point s, on pourrait passer de l’autre cöte de la 
ligne mn en suivant le conlour c,. puis le contour /' qui se relie avec lui. 
R etant, par hypothese, une calotie simple, cela ne peut £tre. 

Supposons maintenant quun observateur partant de S fasse le tour 
de e. Il parcourra d’abord le contour /', repassera en s, puis parcourra c, 
et reviendra enfin sarreter au point de depart s. Le sommet a n’etant pas 
sur le contour de c,. l'observateur n’y passerait plusieurs fois que pendant 
qu’il parcourt le contour partiel /. Mais sil y passait plusieurs fois, soit 7" 
la portion de /' comprise entre deux passages consecutifs en a. /” serait <T, 
ce qui ne peut etre, par supposition. Donc l'observateur ne passe en a qu’une 
seule fois. 

2°” cas. Supposons en second lieu que l’arete finale de /' se con- 
fonde avec son arete initiale sa: /' se composera de celte seule arete: car 
sil en etail autrement, soit /” le reste du contour de /. L’observateur, en 
suivant le contour, reviendrait au m&@me point a apres avoir decrit un contour 
partiel 7/7 <Z 7, ce qui ne peut etre, par supposition. /’ se reduit done i 
l’arete sa. Soit c, le reste du contour: a nen fait pas partie: car si cela 
etait, en coupant l’arete sa dans le voisinage du point s, on ne s6parerait pas 
R en deux parties distinctes, puisque l'arete coupee sa se raitacherait encore 
a c, par son extremite a. Cela pose, un observateur faisant le tour de eä 
partir de s suivra l’arete sa, rebroussera chemin immediatement de l'autre cöte 
de cette arete, puis suivra c, et reviendra enfin au point de depart s apres 
n’avoir passe qu’une fois en a. C. Q. F.D. 

Lemme Il. Je contour Ü sera son propre homologue relativement ä 


tous les aspects A, Aı» -... Arı- 

Cette proposition est evidente. 

Lemme Ill. Soit s un sommet du contour, oü Tobservateur ne passe 
quune fois dans son tour: soient 8, Sı, - -- Sı- ses homologues relativement 
aux aspects A, A. ... A,_,: Tobservateur ne passera qu une fois en chacun 


de ces points, qui seront esgentiellement distincts les uns des autres. 
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En effet. comparons ensemble les deux aspeets A et A,. Soit s, 
I’homologue de s. Si l'observateur y passail plusieurs fois. soit /, la portion 
de e comprise entre deux passages conseeutils: e @lant son propre homologue. 
/', serait I’homologue d’un autre Ironcon /' ayanl ses exiremiles en s, dont s, 
est U’homologue: l'observateur repasserait done en s apres avoir deerit ce 


troncon, ce qui est contre I'hypothese. 


Il reste a prouver que les sommels s,. 5. ... s;_, sont tous dilferents 
Supposons pour fixer les idees que s, se confonde avec s,. Ce point serail 
ainsi son propre homologue relalivement aux deux aspeels A,. A,. Parmi 


les ardles de ce, deux seulement aboulissent en s,. celle par laquelle l’obser- 
vateur arrive a ce point, et celle par laquelle il le quitie: encore ces deux 
ardtes pourront-elles coineider. 

S’il n’aboulit en s, qu’une arete du contour, s,t,. son homologue re- 
lativement aux deux aspects A, A, devant aboulir a s, qui est son propre 
homologue. et faire partie de e, sera cette arete elle-meme. Sl passe au 
contraire deux aretes du conlour en s,. r,s, et s,f,. chacune de ces aretes 
sera sa propre homologue. En elflet. supposons pour fixer les idees qu'un 
observateur suivant le contour de maniere a laisser R a sa droite. le deerive 
dans le sens r,s,t,: soit = l'arele homologue de s,t,: les deux aspecis s,. sıf, 
et s;. x doivent eire semblables et AR y etre homologue a lui-meme. La face 
situee immediatement a droite de s,t, ei qui porle le numero 1 dans l’aspecı 
$. Sıfı fait parlie de A: son homologue, situee immediatement ä la droite de 
x fait done partie de R. Diailleurs larete r part de s, qui est son propre 
homologue. et fait parlie du contour e. Ce ne peut elre s,r,: car la face 
situee immediatement a droite de s,r, ne fait pas partie de R. Üest done sıf,. 

Mais le point s, et l’arete s,t, ne peuvent @tre a la fois leurs propres 
homologues pour deux aspeecis distinets A,. A, (Proposition 7. demonstration): 
Il est done prouve que s, ne peut @ire son propre homologue sous plusieurs 
aspects differenis de la suite A. A,. A». 

Lemme IV. HH existe necessairement dans R ou une arete, on un 
element qui soil son propre homologue relativement a plusieurs des aspects 
7 a FE 

En effet. si cela n’avait pas lieu. en groupant ensemble les aretes 
homologues d'une part, et les el&ments homologues d’autre part. chaque groupe 
d’aretes en contiendrait 4. De meme chaque groupe de faces ou de sommels 
en contiendrait #. Chacnun des trois nombres S, F, A serail ainsi un multiple 
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de %, et la relation 


deviendrait manilestement absurde. 

Nous pouvons aborder maintenant la demonstration du theoreme pro- 
pose: nous eludierons successivement les trois cas qui peuvent se presenter, 
suivant quil existe un sommet, une face, ou une arete homologues a eux- 


memes sous plusieurs des aspects A, A,. ... Ar_ı: 


1“ hypothese. Supposons done en premier lieu qu'il existe un 
sommel qui soit son propre homologue pour plusieurs aspects differents. Si 
plusieurs sommets jouissent de cette propriele,. nous en considererons specia- 
lement un T, choisi parmi ceux dont la distance au plus voisin des sommets 
S, Ss... S;_,. ecompiee sur la region R, est un minimum d. 

(Nous appellerons ici distance de deux sommets complee sur la region R 
ie nombre minimum d’aretes toutes comprises dans cette region que lon est 
obliee de parcourir pour passer de Yun ä lautre de ces sommets. Nous 
nommerons de meme ligne geodesique sur la region R la ligne la plus courte 
que l’on puisse mener d’un point a un autre de R, en nempruntant aucune 
arete etrangere a cetie region.) 

Soient „/ une ligne geodesique tracce sur la region AR entre T et le 


sommel s, le plus voisin de T parmi ceux de la serie s, 5. ... sı.13 f, 
A, ... 4,_, les homologues de 1 relativement ä tous les aspects A, A,» ... Ar_ı- 


Chacune de ces lignes, auxquelles nous reserverons exclusivement dans le 
cours de ceite demonstration lappellation de Zignes pareilles a 1, aboulira ä 
un des sommels s, Si. -.- Sı_,. Parmi ces lienes, un certain nombre A, 
A, A" auront leur autre exiremite en T; mais au point oüU nous en sommes, 
il est encore permis de supposer que la serie A, A,, ... -1,_, eontienne des 
lignes partant d’autres points T, etc. pareils a T. 

La longueur de chacune de ces lignes represente la plus courte distance 
de son exlremite a celui des sommels s, $ı- ... S,_ qui en est le plus voisin. 
Supposons en effet qu'il existät sur la region AR entre T, et s, par exemple, 
une liene Z, plus courte que 1, qui aboulit en T,. Comparons ensemble 


les aspeets A, A, relativement auxquels 4, est V’homologue de I; L, sera 


’homologue dune liene de m&me longueur, situee sur la region R et ayant 
l’une de ses extremiles en T, dont T, est !’homologue. et lautre a celui des 
sommels $, Ss --.- S;., dont s, est Ihomologue. On pourrait done. con- 
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trairement a ce que nous avons suppose,. joindre T a lun des sommels 
Ss, Sıs --- &_ı Par une ligne situee sur Fi et plus courte que A. 

Deu. quelconques des lignes A ne peuvent avoir aucnn point commun 
autre que leur extremite. 

Supposons en elfet que les deux lienes Ts el T,s, se rencontrent en 
un point #. La distance du point » a chacun des deux sommels s els,. dou 
ces lignes sont issues, est la möme. d: car si Ion avail par exemple us us, 
on aurait T,u+us<T,s, <oJ et a fortiori la distance de T, a s<od, ce qui 
ne peut eire. ainsi que nous venons de le voir. On aura done us = us,. 
Comparons maintenanti les deux aspects A, A, relativement auxquels 1, es! 
Ihomologue de A. Le point « considere sous le premier aspeel. etant situe 
sur A a la distance d de s, son homolosue sera situe sur A, et a la distance 
d de s,: (Proposition 4) il se confondra done avee #, resultat inadmissible: 
car le point » est plus voisin de s que T: et nous avons suppose qu aucun 
point plus voisin de s que T ne peut @ire son propre homologue. 

Cela pose, soit p le nombre des lignes A, f,... A" qui aboutissen! 
en T: ces lignes etant supposees ecrites dans l'ordre ou on les renconire en 
tournant dans le sens direct aulour du point T. Elles partagent la surface 
en p fuseaux distinets, arreies chacun au contour. 

Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels lune de 


ces lignes 4” est Ihomologue de A: A, ... 1’”' auront respeclivement pour 
homologues A“', ... A". En eflet soient x’, ... x2?”' les homologues 


cherchees. Soient d’ailleurs s, st et s’, s’t les sommets et aretes par rappor! 
auxquels sont pris les aspects semblables A et A’, relativement auxquels ./ est 
Ihomologue de 4. Designons par 0 et or les homologues respectives de s’, s’f 
par rapport aux aspects semblables, A et A”. Les deux aspecis s,sl et 0,01: 
sont semblables, et T, R et .-f ont relativement ä ces deux aspeeis les memes 
homologues T, AR et x’ que relativement aux aspeeis A et A“ (Proposition 4 

Mais l’aspect s, st est semblable a A, et T, R, 1 ont pour homologues relali- 
vement a ces deux aspects T, AR et A. L’aspect 0, or’ est done semblable a 4 
et si on les compare entre eux T, R et .{ y auront respeclivemen! pour homo- 
logues T, R et x. Donc l’aspect 0’, o’r' fait partie de la suite A, A, ... A 
des aspects semblables a A et relativement auxquels T et A sont leurs propres 
homologues: et x’ fera partie de la suite des lignes A, -f',... -#”' homo- 
logues de 7 relativement a tous ces aspects. On demontrerait la meme chose 


de ee 22, 
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Les lignes 4“, x, ... x” sont done les memes a l’ordre pres que 
les lienes A, f, ... AP’! dont elles sont les homologues: d’ailleurs leur 
ordre de succession autour de T doit @lre le m&eme: done A, qui succede 
la premiere a 1, aura pour homologue _4“"', qui succede la premiere & 
A” etc. 

Soient F celui des fuseaux qui est limit a gauche en partant de T par 
la liene A, a droite par la ligne A, F“ celui qui est limite a gauche par 
I“, a droite par A“. F* sera evidemment l’homologue de F relativement 
aux deux aspeets A et A“. Lindice « etant quelconque on voit par la que 
tous les fuseaux F, F', ... FP' sont pareils entre eux. Chacun deux con- 
fiendra donc le möeme nombre de faces, aretes et sommels. 

li ne peut exister en dehors de la serie A, AM,... I” aucune ligne 
pareille a . 

Supposons en effet quil en existät une A,. Comparons ensemble les 


deux aspects relativement auxquels 4, est homologue de A; 1, A", ... MP 
auraient pour homologues respeclives un systeme de lignes A,. A,.... MM 


pareilles a ./, et aboulissant toutes au point T, homologue de T et ex- 
tremite de 4,. 

D’apres la premiere parlie de la discussion qui precede,. les lignes 
A, A, ... A, pareilles aux lienes A, A,... A”, ne pourraient avoir 
aucun point commun avec ces dernieres. Elles seraient done toutes contenues 
dans un seul fuseau, celui ou est situce leur extremite commune T,. D’autre 
part, d’apres la seconde partie de la discussion, elles devraient parlager la 
surface de R en p nouvelles regions, fusiformes comme les precedentes, et 
contenant ehacune le m&eme nombre d’elements et d’aretes: resultat absurde: 
car les lienes A,. A,. ... 7" elant toutes contenues dans l’interieur d’un 
meme fuseau, la partie de ce fuseau exlerieure a ces lignes, et les p—1 autres 
fuseaux formeraient une seule region, contenant evidemment a elle seule plus 
d’elements et d’aretes que toutes les aulres re@unies. 

On aura done p=k: et le point T restera son propre homologue re- 


lativement a tous les aspects A, A,» ... A,_ı: les autres elements et les 


aretes pourront elre groupes k ü k, en reunissant ensemble les elements pareils 


respectivement contenus dans chacun des k fuseaue F, F,... Fr”. Le 

theoreme enonce au debut de celte section se Irouve ainsi demontre. 
Observation. Il peut arriver que toutes les parties du contour se 

joignant deux a deux, il ne reste plus a proprement parler une region du 
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polyedre limitee par un contour conlinu, mais un simple systeme de lignes: 
dans ce cas il n’existe plus de fuseaux, et la demonstration qui precede perd 
de sa neltele. Le theoreme subsiste pourlant meme dans ce cas limile, comme 
on peut s’en assurer par les consideralions suivanles: 

Soient Tb, Tb’, ... Tb?” les dernieres aretes des lignes A, AS, 
P" qui aboutissent en T: ces aretes, ainsi que les lignes geodesiques cor- 
respondantes, etant inscrites dans l'ordre ol on les renconire en lournant dans 
le sens direct autour de T. Soient Te, Td, ... Te’ les autres aretes emandes 
de T, sil vena. 

Si nous comparons ensemble les deux aspects relalivement auxquels 
A" est Vhomologue de -f, on verra comme dans la demonstration preeedente 
que .4“'' sera l’homologue de A’, 4"'* Yhomologue de „f" ete. Les areies 
Tb, Tb’, ... etc. de chacune de ces lignes qui aboulissent au point 7 auront 
done respeclivement pour homologues Tb“, Tb" ete. 

Soient Te, Td etc. celles des aretes emandces de T et dilferentes des 
precedentes que l’on rencontre entre Tb et Tb’ lorsqu'on tourne dans le 
sens direct autour de T. Elles devront avoir pour homologues des ardles 
Te“, Td“ egalement emanees de T et que l’on devra rencontrer entre Tb“ el 
Tb“'" (Proposition 3). Ces aretes Te“, Td“ seront donc essentiellement dis- 
tinctes de Te, Td ete. 

Enfin toutes celles des aretes du systeme qui naboutissent pas en T 
devront se raltacher, soit directement. soil par lintermediaire d’autres arcles. 
a l’une des aretes Tb, Te, Td ... Tb“ etc. Elles ne se rattacheront d’ailleurs 
qu’a Yune d’elles: car si elles se raltachaient a deux d’entre elles, on pourrail 
couper lune de ces deux areltes sans rompre la continuile du systeme, lequel 
ne serait plus assimilable a une calotte polyedrique simple. ainsi que nous 
le supposons. 

Cela pose, considerons deux areltes quelconques pareilles Tb, Tb“ parmi 
celles qui aboulissent au point T, et comparons les deux aspeels A, 4" 
relativement auxquels Tb a pour homologue Tb“. L’ensemble des areles qui 
se raltachent a Tb aura evidemment pour homologue l’ensemble des arctes 
qui se rattachent a Tb“. Il y aura done autant d’aretes se rallachant a l’une 
qu’a llautre de ces deux arctes. Chaque arele aboulissant en T ayant p 
homologues toutes distinctes,. le nombre des aretes qui s’y raltachent sera done 


au plus le p""”" du nombre total. 
Il ne peut exister dans le contour aucun sommet pareil a T. En ellet 
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soit T, un semblable sommet. En comparant les aspects relativement aux- 
quels T, est I’homologue de T, chaque arete emanee de T et celles qui s’y 
enchainent auraient pour homologues une de celles emanees de T, et celles 
qui sy rattachent. Il faudrait done que l’ensemble des aretes qui se rattachent 
a une arele quelconque emanee de T, füt tout au plus le p“"" du nombre 
total des aretes. Mais parmi ces areles, une d’elles se rattache directemen! 
ou indirectement a l'une des areles emanees de T, puis par celle-lä ä loules 
les autres aretes emanees du meme point, et par suite a toutes les aretes 
du contour, moins une fraction tout au plus de la p""" partie. La contra- 
dietion est manifeste. 

On a done iei encore p=k: et le point T restera son propre homo- 
logue relativement a tous les aspects A, A,» -.: A,_,. Les aulres sommets 
et aretes pourront elre groupes k ü k en reunissant les elements et les aretes 
pareilles. Car a chaque arete se ratlachant a Tb par exemple, correspondront 
k aretes pareilles, evidemment distincles el se rallachant respeclivement A 
Tb, ... Tb“, ... Tb”. Le theoreme est done demonlre. 

2°" hypothese. Supposons, en second lieu, quil n’existe aucun 
sommet qui soit son propre homologue relatlivement a plusieurs aspects A, 
Ay» ... A, mais quil existe une face T jouissant de celte propriele. 

Parmi les sommets de T, soit £ un de ceux dont la distance au plus 
voisin s des sommels s, Sı» -.. $_, est minimum. (Si celte distance etail 
nulle. les raisonnements qui vont suivre pourraient @lre abreges, mais sub- 


sisteraient dans leur essence.) 


Si nous comparons successivement entre eux les p aspecls A, A', ... AP 
de la suite A, A,. ... A,_, relalivement auxquels T est supposee sa propre 
homologue, s aura p homologues distinets s, s', ... 5” et £ aura p homo- 
logues f, f, ... #7' tous evidemment situes sur 7 qui est sa propre homologue. 

Soit tab...tab'... F'ar'br,... le contour de T decrit dans le 


sens direet. Comparons entre eux les deux aspects A el A“ relativement 
auxquels AR, T, t ont respectivement pour homologues AR, T, !“: a, 
b, ... , a’ etc. auront respeclivement pour homologues a“, b*, ... ", 
a 3 

En effet, soit #x I’'homologue de ta. Les deux aspects £“, tr et 
, ta doivent elre semblables: et de plus 7 homologue a elle meme sous les 
deux aspecis A et A“ devra l’elre encore sous ces deux nouveaux aspecls. 
Mais T etant immediatement a droite de ta porte le numero I sous l'aspect /, ta: 
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done elle porte le numero 1 sous laspect 4“, “x: done #“x laisse T imme- 
diatement a sa droite: done fr =t“a", et a a pour homologue a“: de meme 
b a pour homologue 5b“. Enfin f pareil a { a pour homologue un point y 
pareil aux precedents, et situe sur T, et par suite faisant partie de la suite 
LE, ... 0%, 1*r'.... Ce point y ne peut etre que {“*': car si e’etail un 
point plus eloigne de #*, #°" compris entre #“ el y serait I’homologue d’un 
point z, pareil aux pr&cedents et compris entre # el f, dont #“ ei y sont les 
homologues: or par hypothese on ne renconlre aucun semblable point 
entre ft et f‘. 

CGela pose, tragons une ligne geodesique A entre s el f: soient A, 


A, ... AP” les lignes respectivement homologues de ./ relativement aux 
aspects A, A’, ... AP” et qui joignent respeclivement s al, s’af... etc. 


Deux de ces lignes ne peuvent avoir aucun point commun: car si 
N et I par exemple se rencontraient en un point «, la distance de ce point 
as’ comptee sur fl, ou a s’ comptee sur -f’, serait ou dillerente. ou la 


meme: dans le premier cas, soil pour fixer les idees us us’: Fu--us', elta 
fortiori la distance de f a s’, serait plus courte que la ligne f's’, ou que la 
ligne egale fs: resultat inadmissible. Au contraire, si us’ elail egal a us”, 
le point « serait son propre homologue relativement aux deux aspects A’ ei 
A", ce qui est contraire a notre hypothese. 

Les p lienes A, A, AP ne se Iraversant pas muluellement par- 
tagen! la region R (abstraction faite de la face T) en p fuseaux evidemment 


he) 


’ 


pareils entre eux: car si lon compare les aspeels A, A", t, a,b, ....!,d«, 
b', {', ... ayant respectivement pour homologues t*, a“, b",.... E', a", 
bei... r, A, f,... I" auront evidemment pour homologues les lienes 
pareilles A“, A“, ... qui partent respectivement de t*, 1", ... etc. Le 


fuseau F compris entre -f et 1, aura evidemment pour homologue le fuseau 


F“ compris entre A“ et Ad“. 

La demonstration sacheve sans changement comme dans la premiere 
hypothese (pag. 44). 

3°" hypothese. Supposons enfin quil nexisie aucun element qui 
soit son propre homologue: mais une arete T jouissant de cette proprieie. 

La demonstration qui precede s’appliquera identiquement: seulement T 
nayant que deux sommeis ne peut eire sa propre homologue que sous deux 
aspects diflerents: on aura done necessairement ii p=k=2 
Corollaire. Si un polyedre eulerien presente un element unique de 
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son espece, autour duquel il offre une symetrie par rotation d’ordre k, tous 
les elements seront k fois repeles, a lexception de deux d’entre eux, qui 
seront chacun unique de son espece. Les aretes se repartissent egalement en 
groupes de k areles pareilles. 

Par exception, dans le cas ou k=2, il peut n'y avoir quun element 
unique, lautre etant remplace par une arete, unique de son espece, autour 
de laquelle le polyedre sera symeltrique par retournement. 

Ce theoreme est une consequence immediate du precedent: 

En eflet, supposons dabord que l’element unique soil une face F; elle 
est sa propre homologue sous k aspecls. La region formee par le reste du 
polyedre sera sa propre homologue sous les m&emes aspects et par suile con- 
liendra un element a rotation d’ordre k, qui pourra @ire remplace par une 
arele a retournement, si k7=?2: les autres elemenis et aretes etant %k fois 
repetes. 

Si l’el&ment unique est un sommet, considerons un polyedre polaire 
direet du propose: l’element unique y sera une face: il conlient done un autre 
element ou arete unique de son espece: et l’element ou arete du polyedre 
propose dont celui-ci est le polaire sera egalement unique de son espece. 


IV. 
Second theoreme fondamental. 

Theoreme Il. Soient S un sommet queleonque d’un polyedre; S’, $" 
ceux des sommels pareils a S dont la distance d a S est minimum; S’ un 
sommet convenablement choisi dans cette suite; 1 une ligne geodesique joignant 
Sas': A, A,, ete. la suite des lignes pareille a A. 

1’. On pourra choisir le sommet 5’ el tracer la ligne A de telle sorte 
que les lignes A, A,. etc. ne se traversent mutuellement en aucum point. 

2’. De plus, chacune des lignes de la serie A, A, sera en general 
composee de trois trongons. 1°. Deux trongons extremes de meme longueur, 
dans chacun desquels elle se confond entierement avec une autre ligne de la 
serie. 2". Un troncon median, dont aucun point, sauf celui du milieu, ne 
pourra appartenir a une autre ligne de la serie. (11 peut daailleurs se faire 
que les trongons exir&mes ayant une longueur nulle, le irongon median reste 
seul: ou quau contraire le trongon median disparaisse, les trongons extrömes 


allant chacun de son cöte jusqu’au milieu de la ligne.) 
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Pour demontrer ce theoreme, nous supposerons que le sommelt S’ ail 
ete arbitrairement choisi dans la suite S’, S”...: que l’on ait pris pour 1 une 
ligne geodesique quelconque joignant S a S’; il pourra se faire alors quil \ 
ait des points ou les lignes A, A,, ... se traversent mutuellement: mais nous 
verrons quen corrigeant notre choix convenablement,. nous pourrons, non 
seulement faire disparaitre ces points diintersection. mais satislaire en meme 
temps aux conditions secondaires enoncees dans le Iheoreme. 

Lemme 1. Soient S, S,, ... les divers sommeis du polyedre qui 
sont pareils a S. La distance mutuelle de deux quelconques d’entre eux est 
au moins egale ä 0. 

Supposons en eflet que la distance de S, a 8, soil d. Comparons 
entre eux les deux aspects A et A, relativement auxquels S, est Uhomologue 
de S. Les sommels S, S,. 8, etant pareils entre eux, S, serait !homologue 
dun certain sommei S, egalement pareil ä S, et qui serait situe a une distance 
de S egale a la distance de S, a S, (Propos. 2). On aurait ainsi un sommel 
pareil a 5 et situe a une distance de S moindre que d: ce que nous avons 
suppose impossible. 

Lemme Il. Deux quelcongues des lignes A, A,. ... ne peuvent se 
rencontrer en un autre point quen leur milieu, si elles n’ont au moins une 
extremite commune. 

Soient en effet // une de ces lignes, joignant ensemble les sommels 
S et S’: 1, une autre de ces lignes, joignant ensemble d’autres sommels S” 
et S’”” distinets des premiers: soit T leur point d’intersection. Supposons que 
ce point ne soil pas pr&cisement au milieu de chacune delles: que Von ait 
par exemple ST<-TS” d’oü, comme S’T+-TS”"—d, S"T<4J. La longueur 
de 4=ST+TS etant egale a d, une au moins des longueurs ST, TS’ ne 
serait pas superieure ä }d. Soit pour fixer les idees TS’ !d. On aurait 
S’T+TS’<0, et a fortiori la plus courte distance de S’” a S’<J: resulta 
impossible (Lemme I). 

Le point 7’ sera done necessairement au milieu de chacune des lignes 
A, A,. On aura ainsi TS=TS’=- TS" = TS" = 4. Il resulte de la que 
les distances de chacun des quatre sommets S, S’, S”, S’” a chacun des 
autres sont au plus egales ä d. D’ailleurs elles ne peuvent eire moindres 
(Lemme I). Elles sont done precisement egales a Ö: et les lignes STS”, 
STS” ete. sont geodesiques. 

Lemme Ill. Si deux quelconques de ces lignes A et A,. ayant une 
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e.xtremite commune S et leurs autres e.xtremites differentes S' et S’, se ren- 
contrent en un point T, la distance comprise entre Üextremite commune S et 
le point T sera la meme sur chacune de ces lignes, et au plus egale a 4. 

En eilet, si la distance ST comptee sur la ligne 1 par exemple etait 
plus grande que la meme distance comptee sur la ligne -/,. „I! ne serait pas 
une ligne geodesique, comme nous le supposons. 

D’autre part. si chacune de ces deux distances elait superieure a 4, 
comme on a: 

ST+TS =d, ST+TS"’=0, 
on aurait 
TS +TS" = 20 -2ST < 0 
doü a fortiori la distance de S’ a S’”<ZJ: resultat impossible (Lemme I). 

Si l’on prend l’aspeet du polyedre par rapport au sommet S et a la 
premiere arele de la ligne 7, puis laspect du polYyedre par rapport au som- 
met 5’ et a la derniere arete de A, ces deux aspects seront habituellement 
differents, et sils sont identiques, la ligne -/ ne sera pas habituellement sa 
propre homologue. Ce fait etablit entre les deux extremites de la ligne A 
une difference que nous mettrons en lumiere en disant que la ligne ./ est 
issue de S et aboutit a S’. Dans le cas parliculier oü les deux aspects 
seraient les memes, et olı „/ serait sa propre homologue, -/ pourrait elre con- 
siderce comme formee de deux lignes homologues coincidentes, une issue de 
S et aboutissant a S’, lautre issue de S’ et aboutissant a S. 

Soient maintenant 1, une ligne pareille a dA, A et A, deux aspects 
relativement auxquels ces lignes soient homologues, S, et S, les homologues 
respeclifs de S et de S’: nous dirons que 1, est issue de S, et aboulit a $,. 

lkemme IV. Si deux lignes A, A, de la serie A, A,,... A,_, sont 
homologues relativement a deux aspects semblables b, BD, les sommets S, S, d’ou 
ces deux lignes sont issues sont homoloques. 

En effet, soient Sa, «'S’, S,a,. a,S, les premieres el dernieres areles 
de tet de A. Si A et S pouvaient avoir pour homologues A, et 8, 
relativement aux aspects B, B,, Sa y aurait evidemment pour homologue 
S,a,: les aspeets S, Sa et S,. S,a, seraient done semblables, et / y aurait 
Mais si nous comparons entre eux les deux aspects 


pour homologue A,. 
A, A, 1, 5’, S’a’ y ont respeclivement pour homologues A,, S,, S,a,: done 
les deux aspects S’, S’a' et S,. S,a, sont semblables, et / y a pour homologue 
A,. 1 resulte de la que les aspects S, Sa et S’, Sa’ seraient semblables et 
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que A y serait sa propre homologue: nous supposons que cela na pas lieu 
puisque nous distinguons le sommet d’oü 4 est issue de celui ou elle aboutit. 
On deduit immediatement de cette demonstration le corollaire suivant: 
Corollaire. S7Sa pour homologue S, relativement aux deux aspects B 
et B,. la ligne A, issue de S, aura pour homologue une ligne pareille, issue de 8, . 
Lemme V. Deux lignes issues d'un meme sommet ou y aboutissant 
toutes deux ne peuvent se rencontrer, sauf a leur autre extremite. 
La demonstration est la meme, que les deux lignes considerees soien! 
issues dun meme sommet ou quelles v aboutissent: nous supposerons pour 


fixer les idees quelles en sont issues. 


Soient A, A,.... A1,_, la serie des lignes pareilles a 7 issues de 8. 
Parmi les points de rencontre de ces lignes, soit T lun de ceux dont la 
distance d a 5 est minimum: designons par -A,... f,_, celles des lienes de 
la serie A,... A,_, qui passent par ce point. 

On peut admettre que d est egal ou inferieur a !d: car si l’on avail 
d>!0d, les lienes A, A. ... A,_, auraient leur autre extremit&e commune 


(Lemme III) et situce sur chacune d’elles a une distance de T inferieure a } 
D’ailleurs ces lignes etant issues de S, aboutissent toutes a S. On se Irou- 
verait done encore ramene a prouver que plusieurs lignes issues d un meme 
sommel, ou y aboutissant ne peuvent se rencontrer a une distance de ce 


sommet non plus grande que }d. 


Comparons entre eux les divers aspects A, A,. ... A,_, relativemen! 
auxquels les lignes 4, ... A,_, sont respectivement homologues de ./ 


Le point S d’oü ces homologues sont issues sera son propre homologue sous 
tous ces aspects. Il en sera de meme du point T situe sur chacune de ces 
homologues a la distance d du point 8. 

Les lignes A, ... A,_, etant les seules parmi celles qui sont pareilles 
a .] qui soient issues du point S, et qui en meme temps passent au point T 
le systeme de ces lignes sera evidemment son propre homologue: et si Von 
designe par 7, 7,. ... 7,_, les trongons de chacune de ces lignes compris 
entre S et T, le systeme des lignes 7, 7,. ... r,_, sera son propre homo- 
logue relativement a tous les aspects A, A,. ... Ay_ı: 

Les lignes 7, 7,. ... 7,_, ont leurs extremites communes ei ne se 
rencontrent en aucun autre point: car ce point de rencontre serait plus 
'approche de S que T, contrairement ä notre supposition. Ces lignes, en 
nombre #, diviseront donc la surface du polyedre en A’ fuseaux 


er # 
‘ 
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Si nous supposons les lignes 7, 7,. .... 7,_, eerites dans l’ordre oü 
on les rencontre en lournant dans le sens direct autour de S, lorsque nous 
comparerons les deux aspects relativement auxquels une quelconque de ces 
lignes 7, est I’homologue de 7, la suivante 7,,, sera evidemment l’homologue 
de r,: et le fuseau F“ compris entre 7, et Tzı Sera 'homologue du fuseau 
F compris entre 7 et r,. Les fuseaux sont donc tous pareils entre eux, et 
contiennent chacun le meme nombre d’aretes, faces et sommels. 

Cela pose, les points T et S seraient alors chacun unique de son espece. 

Soit en effet T" un autre sommet pareil a T. Comparons ensemble 


les aspeets relativement auxquels T’ est homologue de T; ı, 7, ... T._, 
auront ponr homologues des lignes T', ... r,_, egalement de longueur d, issues 


d’un sommet S’ homologue de S, aboutissant a T’, et divisant la surface du 
polyedre en 4’ regions ayant la forme d’un fuseau comme les precedentes, et 
eontenant chacune le meme nombre de faces, d’aretes et de sommelts. 


Ce resultat est absurde. En effet les lignes 7’... r,_, ne doivent 
rencontrer nulle part les lignes 7 ... 7, ,. Car si r et 7’, par exemple, se 


coupaien! en un point «, la distance de S’ a S serait au plus egale a 
uS-+uS’ = d— Ta+d-—-T'u = 2d—- TuT. 

Mais Tu«T’ est au moins egal a la distance TT’, et 2d est au plus egal a d. 

La distance de S a S’ serait done inferieure a Ö, contrairement ä notre 

hypothese *). 

Toutes les lignes 7’... z,_, seront done contenues dans le meme 
fuseau que T’. La partie du fuseau exterieure a ces lignes, et les #—1 
aulres fuseaux formeront ainsi une seule region, contenant evidemment a elle 
seule plus d’elements et d’aretes que toutes les autres reunies. 

Le point T serait done seul de son espece. Des lors il n’existerait 
quun seul element autre que T qui füt son propre homologue relativement 
a plusieurs aspeets differents: et cet element serait unique de son espece 
(1° Theoreme fondamental, Corollaire). S etant son propre homologue re- 
lativement aux aspects A, A,, ... A,_,, sera cet element. 

Mais du moment quil est question des !ignes menees du point S aux 
autres sommets pareils. nous admettons implieitement quil existe d’autres 


*) Öette d@monstration serait en defaut si S’ se confondait avec S: mais dans 
ce cas encore T et T’ ne peuvent se couper: car ce sont des troncons de lignes A, 4' 
issues de S, lesquelles par hypothöse n’ont aucun point d’intersection plus rapproch€ 
de S que ne lest T. 
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sommets pareils. Le point S n'est done pas unique de son espece. et partant 
le lemme est demontre. 

Corollaire. Trois quelconques des lignes A... .I,_, ne peuvent 
acoir aucun point commun, si ce nest en leur milieu. 

En effet si les trois lignes A, -1,. 1, avaient un poin! commun en de- 
hors de leur milieu, elles devraient avoir une extremite commune S (Lemme II) 
et sur les trois, il y en aurait deux au moins issues de $ ou y aboutissant. 
ce qui est impossible (Lemme V). 

Procedons maintenant a la demonstration du theoreme,. de la facon 
que nous avons indiquee plus haut. 

Supposons que la ligne geodesique 1 ait quelques-uns de ses points 
communs avec d’autres lignes homologues A,. A, ... ayant toutes une extremite 
commune avec A. Soit parmi ces points « lun de ceux qui sont le plus 
rapproches du milieu de //. Nous pourrons supposer que « est situe on au 
milieu de -/ ou dans la premiere moitie de cette ligne: car si une liene 4, 
coupe A au dela de son milieu, les lignes A et /, ont leur autre extremite 
commune: et l’on peut choisir arbitrairement celle des deux extremites de ./ 
que l’on considere comme son origine. 

Soit done d= }J la distance du point « au sommet S d’oü est issue 
la.lioene A. Nous considererons dans la ligne 4 trois trongons distinels A, 
1', u. Le premier A, de longueur d, compris entre l'origine S et «: le second 


4, de meme longueur, et pris a partir du bout S’ de la ligne: enfin le troisieme 


troncon u occupant la partie mediane de -/, et dont la longueur d—2d 
sevanouira si d= Id. 

On pourra decomposer de la m&me maniere chacune des lignes pareilles 
a I, et notamment -/, qui coupe I en a. La ligne -f etant issue de S, -1, 
devra y aboutir (Lemme IV): d’ailleurs la distance de « a S comptee sur _/ 
ou sur 1, doit etre la m&eme d. La partie de 7, interceptee entire S et u 
representera done exactement le dernier trongon 4, de cette ligne, correspon- 
dant a 4. 

Cela pose, considerons la ligne L formee par la reunion des trois 
troncons 4, u, A,: elle joint entre eux les sommets S et S’, et sa longueur 
est d: elle est done geodesique. Enfin elle se confond avec une de ses 
homologues dans tout le troncon 4; avec une aultre dans tout le troncon 4. 
En eflet, comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels A, est 
I'homologue de A. Son dernier troncon 4, sera l’homologue du dernier 
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troncon de f, 4; la ligne Z qui contient le trongon 4’ aura done pour homo- 
logue une ligne Z, qui contiendra dans son entier le trongon A,. Mais d’autre 
part comme elle contient 4, elle sera Ihomologue dune autre ligne /, qui 
contiendra 4. 

Sauf les coineidences que nous venons de signaler, la ligne L n’aura 
aucun point commun avec celles de ses homoloques qui ont avec elle une 
extremite commune S. En eflet, ce point commun ne peut exister sur les 
Irongons extremes, ou L est deja confondue avec une de ses bomologues: 
car on aurail trois lignes se rencontrant ailleurs queen leur milieu, ce qui ne 
peut elre (Lemme IV, Corollaire). Ce point commun ne pourrait done exister 
que sur le trongon median v. La distance de ce point a S devant d’ailleurs 
elre Ja meme, quelle soit comptee sur L ou sur la ligne Z,. egalement 
seodesique. qui la rencontre, ce point devrait egalement se trouver sur le 
troncon median de Z,. Or la ligne L a le meme troncon median et les 
memes extremites que 1: L,. homologue de L, aura done meme troncon median 
qu une certaine ligne ,. ayani les memes extremites que L,. et homologue 
af. Mais I et 1, ayant une extremite commune S, leurs trongons medians 
ne peuvent se rencontrer: car leur point dintersection serait. contrairement a 
notre hypothese, plus voisin que # du milieu de 41. 

Il resulte de la (Lemme II) que /a ligne L ne peut etre rencontree, 
et a forliori coupee par les lignes pareilles L,. L.. ... qwen son milieu T. 

Chacune des lignes L,, I», ... pareilles a I, se confondra de meme avec 
une des lignes pareilles dans chacun de ses troncons extremes, et ne pourra 
ötre reneontree dailleurs que par celles qui n ont aucune extremite commune 
avec elle, et seulement en son milien. 

Comparons en ellet les deux aspects relativement auxquels L, est 
homologue de L. Les lignes pareilles a Z, et coincidant avec elle dans ses 
trongons exiremes auront pour homologues des lignes pareilles a L et par 
suite ä Z, et coineidant avec L, dans ses troncons extremes. Dautre part, 
si /,, elait rencontree en un point ©, par une auire ligne pareille /, ayant 
avec elle une extremite commune, cette ligne Z, serait l’"homologue d’une 
autre ligne, pareille a Z, avec qui elle aurait une extremite commune, et qui 
la rencontrerait au point © dont v, est !homologue. 

Le theoreme serait deja demontre si Ö etait un nombre impair: car ces 
liones Z, L, etc. n’ayant pas de sommet median ne pourraient se couper nulle 
part. Mais si d est pair, la demonstration doit etre completee ainsi qu'il suit: 











ER 
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Soient L, L,. L, ... les lignes geodesiques supposees se rencontrer en un 
point T: ce point est le milieu de chacune d’elles (Lemme II): si nous con- 
siderons separemen! les deux moities de chacune d’elles. nous aurons done 
une serie de lignes de longueur }J rayonnant en etoile autour du point T et 
ayant leurs extremites en des sommels pareils S, S,. 85. .... D’apres ce 
que nous venons de demontrer. il n’arrivera a chaque sommet qu’un seul 
rayon de l’etoile,. ou. si le point « se confond avec T, deux rayons co- 
incidents. 

Supposons qu’un observateur se place sur la partie R de la liene 1 
comprise entre S et T, dans le voisinage de ce dernier point: puis quil se 
mette a tourner autour du point T, dans le sens direct par exemple: il ren- 
contrera successivement les divers rayons de l’etoile. 

Le rayon AR sur lequel l’observateur etait place a son extremite en 8: 
le suivant /#, aura son extremite en un autre sommel S,. Les deux rayons 
R et R,, reunis bout a bout, forment une ligne geodesique /, de longueur d, 
joignant ensemble les deux sommets pareils S et S,: elle jouira en outre 
de la propriete cherchee, de n’etre traversce par aucune de ses homologues. 

En ellet, le reseau forme par les lignes /, L, etc. est constamment 
son propre homologue pour tous les aspects semblables du polyedre (Propos. 6). 
Et nous avons vu que les lignes qui le composent ne se traversent muluellemeni 
nulle part, excepte en leurs milieux. tels que T. La ligne /, fait partie de 
ce reseau: les lignes L,, /».... pareilles a Z en font done egalement partie: 
d’ailleurs aucune des lignes du reseau ne traverse L au point T. Done 1. 
ne sera lraversee en aucun point par les lignes pareilles L,. In. 

De meme les lignes L, L,. ... pareilles a L ne se traverseront mu- 
tuellement nulle part: Comparons en ellet les deux aspects relalivement aux- 
quels Z, est I’homologue de L. Si L, etait traversee par une ligne pareille 
[.. L le serait par une ligne pareille Z, dont Z, serait l'homologue. 

Le theoreme est done completement demontre. 


R: 
Etude d’un cas partieulier. 


On peut deduire aisement des theoremes qui precedent la solution com- 


plete de la question proposee: elle fait l’objet des sections suivanles: 
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Considerons un polyedre presentant une symetrie quelconque. Soil 
E Yun des elements autour desquels la symetrie par rotation est d’ordre 
maximum ei par suite, dont l'espece est la moins nombreuse. On peut sup- 
poser provisoirement que cet element est un sommet S: car si c'’etait une 
face. on pourrait ramener ce cas au precedent par la consideration du poly- 
edre polaire. 

Le cas oü l’element S est unique de son espece est completement 


e 
! * 


resolu par le corollaire du theoreme 1”: nous admettrons done des l’abord 
qu'il existe dautres elements pareils a celui-la. 

Soient S° un sommet convenablement choisi parmi ceux qui sont 
pareils a S et dont la distance a S est un minimum d; I une ligne geode- 
sique Iracee entre S et S’ de la maniere que nous avons indiquee pour que 
les lignes pareilles I, A,, As, ... ne se {raversent mutuellement nulle part. 
Nous avons vu (Theoreme III, Lemme IV) que deux de ces lignes issues d’un 
meme sommel ne peuvent se rencontrer avant leur extremite: mais elles 
pourraien! aboutir toutes deux a un meme sommet: ce cas, qui troublerait la 
marche generale de nos demonstrations, merite detre examine a part el 
tout d’abord. 

Supposons done que parmi les lignes pareilles a 1 issues d'un meme 
sommet S, il en existe plusieurs aboutissant a un meme sommet $'. 

Soient A, A, ... A’ ces ligenes, eerites dans l’ordre ou on les 
renconire en tournant en sens direct aulour de S. ÜCes lignes ne se coupanl 
mutuellement nulle part, dieiseront la surface du polyedre en k fuseaux distincts, 
contenant chacun le meme nombre d’aretes, faces et sommets. 

En effet, considerons par exemple deux fuseaux F et F“, compris, le 
premier entre I et f‘, le second entre .f* et „I“. Comparons ensemble 
les deux aspects relatlivement auxquels ./“ est I’homologue de A: S, origine 
commune de ces deux lignes, est son propre homologue (Section precedente, 
Lemme IV): et ./“'' sera I’'homologue de -f'. 

En effet, chacune des lignes 1, ... 1" etc. issues de S et aboutissant 
a 5’ a pour homologue une ligne pareille issue de S et aboutissant a $”. 
Le systeme de ces lignes est done a l’ordre pres le meme que celui de leurs 
homologues. Dailleurs l'ordre de succession autour de S doit etre le meme 
(Proposition 10): done -f qui succede a .f aura pour homologue 1“*' qui 
succede a .f“ etc. 

Le fuseau F reste a la droite dun observateur qui part de S et deecrit 
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le contour AA: F* reste a la droite d’un observalteur qui part de S el 
deerit le contour homologue 4“ 4“*': F“ est done I'homologue de F (Pro- 
position 15). Done F et F“ contiendront le meme nombre de faces, ardles 
ei sommels. 

Les deux sommets S et S’ seront seuls de leur espece. Soient en ellei 
S, un autre sommet pareil, 7, une ligne pareille a ./ et issue de ce sommet. 
Comparons ensemble les deux aspects A, A, relativement auxquels 8, et A, 
sont les homologues de S et A: A, A, ... l”', pareilles a 1, issues du 
m&me point S et aboulissant au meme point S’ auront pour homologues des 
liones A. A, ... A ' pareilles a ./ et par suite a f, issues de $, el 
aboutissant loules a un sommet pareil S,. Ces lignes devraient parlager la 
surface du polyedre en #4 regions fusiformes, contenant chacune le meme 
nombre diaretes, faces et sommels; resultat absurde: car ces lienes ne 
pouvant traverser nulle part les precedentes A, AM, ... f' seront toutes 
contenues dans le fuseau qui conlient S,: la parlie de ce fuseau extlerieure 
a ces lienes, et les k—1 autres fuseaux constitueront done une seule region 
contenant evidemmen! ä elle seule plus d’elements et d’aretes que toutes les 
auires reunies. 

Le sommet S’ etant le seul qui soit de m&me espece que S, toutes 
les lignes pareilles a 7 et issues de S, qui doivent necessairement aboutir 


a un sommet pareil a S, aboutiront a S’: elles seront done toutes contenues 


dans la suite A, AM, ... A”'. Reciproquement il devra y avoir A lignes 
A,... A, ' pareilles a 1 issues du point S’ et aboutissant toutes a un sommel 
pareil a S’, sommet qui ne peut @ire que S. Les % fuseaux F, F, ... F 


etant tous pareils, contiendront chacun une de ces lignes. 
La ligne 7, contenue dans le fuseau F le partage ( 
en deux regions distinetes: celle de gauche y est limitee | 


a gauche en s’eloignant de S par la ligne 1 issue de $, 


et a droite par A issue de S’: celle de droite w est Po y 
limitee a gauche par 1, issue de S’, et a droite par I A 4 4 


issue de $S. Chacun des autres fuseaux F“ est parlage de 


meme en region gauche %“ et region droite w“ 
L’ensemble des regions gauches 4, $,... gest Br i 
constamment son propre homoloqgue pour tous les aspects 


semblables du polyedre. De meme pour Üensemble des regions droites 


RE un, 


/ 
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En effet comparons ensemble deux aspects semblables quelconques, et 
supposons d’abord que l'homologue de 1 relativement a ces deux aspects soil 
une ligne issue de $S, telle que 4“. La region gauche de F est constamment 
a la droite d’un observateur qui deerit le contour IA, a partir de $: la 
region gauche de F* est egalement ä la droite d’un observateur decerivant le 
eontour homologue I“ AY a zu du möme point S, qui est son propre 
homologue; la region gauche de F a done pour homologue la region gauche 
de F*. 

Comparons maintenant deux aspects A, Ay relalivement auxquels ./ 
alt pour homologue A. Le point S’, d’ou -f/ est issue, sera homologue de 8. 
Les lignes A... / =, A)... I forment un systeme qui est son propre ho- 
mologue (Propos. 6). Or ces lignes se succedent autour de S dans lordre 
suivantı 4, A, AM, A, ... 1“, A“ etc. et leurs homologues respectives se 
succedent dans le m&me ordre autour de $’ FnORe 3). Or ces lignes se 
suceedent autour de S’ dans llordre AY, A“,... A, AM, A,. A inverse du 
preeedent. Done I ctant Fhomologue de -/, 4A“ est Vhomologue de A. 
Cela pose, un observateur partant de S et deerivant le contour -/A, laisse a 
sa droile la region gauche de F: son homologue sera done la region gauche 
de F“, laquelle reste a la droite d'un observateur deerivant le contour homo- 
logue „I ./“ a partir de $”. 

Ainsi U’homologue d’une region gauche est toujours une aulre region 
gauche: de meme pour les regions droites. 

Comparons sp6cialement entre eux les deux aspects relativement aux- 
quel pour homologue -/,. La region g comprise entire ces deux lignes 
est, d’apres ce qui precede, sa propre homologue sous ces deux aspects: elle 
presenle done un element avec symelrie de rotation binaire, ou une arcte avec 
symetrie de retournement (Theoreme 1"). La meme observation s’applique A 
chacune des autres regions, gauches ou droiles. 


Nous avons suppose implicitement que les lignes A, f,... „7 sont 


distinetes, dans tout ou partie de leur etendue, des lignes A,, A,, A. 


Si au eontraire „/, se confond avec „I et par suite If avec I“, les regions 
f ...g“ respeclivement comprises entre / et A,, entre A“ et A, se re- 
duiraient chacune a une simple ligne. Mais cette ligne etant sa propre ho- 
mologue relalivement A deux aspects differents, presenterait encore en son 
milieu un element ä rotation binaire, ou une arete a retournement (1 theoreme 


fondamental ) 
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En recapitulant ce qui precede, nous pouvons enoncer le thcoreme 
suivanl: 

Theoreme. Les polyedres ici consideres possedent deux sommets 
Set S', pareils entre eux, et seuls de leur espece. Ils presentent autom 
de chacun de ces sommets une symetrie par rolation dont Vordre k peut 


etre queleonque. 


Les k lignes geodesiques pareilles A, A, ... A”', issues de 8 et 
aboutissant a S’, et leurs homoloques A,, A,. ... A ', issues de S’ et abontissant 
a S, divisent la surface du polyedre en 2h regions; k de ces regions sont 
situees a la droite des lignes A, A, ... A lorsquon se meut sur ces 


lignes de S en 5’: ces regions sont pareilles entre elles: les regions situees & 
gauche de ces lignes sont egalement pareilles entre elles. Chaque region contient 
un element autour duquel existe une symetrie de rotation binaire, ou une arct 
avec symelrie par retournement. Les autres elements ou aretes seront dem. 
fois repetes dans une meme region, soit 2k fois dans le polyedre entier. 

Ces resultats subsistent lors meme que les lignes A,. A,. ... As 
confondraient respectivement avec celles de la serie A, I, NIT augnel 
cas, lun des deux systemes de regions se reduirait a une simple ligne. 

Si l'element le moins repete n’clait plus un sommet, mais une face, 
on aurait de nouveaux polyedres, polaires des precedents: ils contiendraien! 
evidemmen! comme ceux-ci: 

1. Deux elements extrömes E et E’ doues d'une symetrie de rotation 
dont Vordre k peut etre quelconque. 

2°. Deux autres systemes d’elements ou d’arötes remarquables: chaque 
systeme renfermant k elements doues de symetrie de rotation binaire, ou h 
aretes douees de la symetrie de retournement: 

Tous les autres elements et aretes etant 2k fois repeles. 

On peut donner a ce genre de symelrie le nom de symetrie par rotatıon 


ei renversement. 


v1. 
Solution generale du probleme. 
Supposons maintenant: 1° que lelement le moins repete soit un sommel 
S: 2° quil ne soit pas unique de son espece: 3° que les lignes pareilles a A 


et issues d'un meme sommet S, aboutissent toutes a des sommets differents. 
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C'est la le cas general qui nous reste a traiter. Nous le diviserons 
en lrois autres, en faisant successivement les hypotheses suivantes : 

I’. Il n’existe aucune symetrie par rotation autour du sommet $. 

2°. II existe autour de ce sommel une symetrie par rolation binaire. 


3. Il existe aulour de ce sommel une symelrie par rotation au 


moins ternaire. 


1" Cas. 

Le polyedre ne presentant aucune symelrie par rolalion autour des 
sommels 8, 5‘, ... pareils a S, il ne passe par chacun de ces sommels que 
deux des lignes -/, I, ete. Vune issue de ce point, l’autre y aboulissant; car 
si deux de ces lignes, ./ et „1, par exemple, etaient issues du m@me sommel 
S,. en ecomparant les deux aspects relativement auxquels , est Ühomologue 
de .7, le point $, origine commune de ces deux lignes, serait son propre 
homologue. Il y aurail done symelrie par rotation autour de ce point. | 

Soient „I! la ligne geodesique issue de S et aboulissant a S’: „f la 
ligne pareille issue de S’ et aboutissant a S”: 1” la ligne pareille issue de 
S” et aboutissant a S” ete. On arrivera enfin a une ligne 1’ aboutissant 
a Yun des sommels precedenis S, S', ... S'”"'. Ce sommet ne peut etre 
june S: car si e’elait S“, par exemple, on aurait deux lignes pareilles 1", 
/" aboulissant a S”, ce qui ne peut Elre, comme nous venons de le voir. 

Cela pose, le contour forme par les lienes AM, A,, ... -'”' sera son 
propre homologue pour 4 aspects du polyedre. Car si nous comparons ensemble 
deux aspeels relalivement auxquels -/ ait pour homologue une ligne quel- 
conque de la serie, I“, Vextremite S’ de A aura pour homologue lextremite 
Ss" de „1“; „l issue de S’ aura pour homologue une ligne pareille issue 
de S“"', el qui ne peut eire que A“ etc. 

Il existera done (Theoreme 1”) dans chacune des deux regions eir- 
conscrites par ce contour un Element aulour duquel aura lieu une rotation 
d’ordre k: si kA=2 ces elements pourront eire remplaces par des arctes. 
olfran! la symetrie de retournement. 

Sil existait un element presentant une symelrie par rotation, cet element 
serait. contrairement ä notre supposilion, moins repete que l’element S autour 
duquel aucune rotalion n'est possible. 

I! existera done necessairement des aretes offrant la symetrie de re- 


fournement. 
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Soit ab lune de ces aretes: deux cas pourront se presenter: 

I’. L’arete ab est seule de son espece. 

2°. Il existe d’autres aretes «’b’ etc. de meme espece que ab. 

I" Sous-Cas. Si Tarete ab est seule de son espece, il y aura 
necessatrement une autre ardle au moins autour de laquelle existera la symetrie 
par relournement. 

Supposons en ellet quil n’en existe aucune, et comparons enire eux 
les deux aspects semblables du polyedre pris par rapport a a, ab et par 
rapport a db, ba. L’arete initiale ab serait sa propre homologue: aucun elemen! 
ne serait son propre homologue: car il presenterail une symelrie par rolalion: 
aucune aulre arele ne serail sa propre homologue: car elle presenterait la 
symeirie par relournement. Si done on groupait chaque arcle et chaque elemen! 
avec son homologue, on voil que le nombre des arctes serail impair et celui 
des elements pair: resultat en contradielion @vidente avec la formule d’Euler: 

F+S = A+2. 

Il existe done au moins une arele cd qui sera sa propre homologue 
relativement aux deux aspeels a, ab et b, ba. Soient e celle de ses deux ex- 
tremiles la moins eloigenee de a, I une ligne geodesique issue de a et abou- 
tissant a c: T l'homologue de cette ligne issue du point 5 homologue de « 
et aboulissant ä d homologue de ec. Les deux lignes A, 1 n’ont aucun point 
commun: car si elles en avaient un £, il serait a egale distance de «a et de 
b, auquel cas il serait son propre homologue, ce qui ne peut @tre, ou a des 
distances inegales: s’il etait, par exemple, plus proche de a que de b, on aurail 
ad+td<bt+td<bd< ac, et a lorliori la distance de a a d<ac, ce qui 
est conlraire A notre supposilion. 

Cela pose, les deux lignes 1 et f', jointes ä ab et ä cd, forment un 
contour ferme acdb qui decoupe la surface du polyedre en deux regions R 
et AR’, dont la premiere est situee ä droite de „et a gauche de .7', la seconde 
a gauche de A et ä droite de A, lorsqu’on suit ces deux lignes en s’eloignan! 
de leurs origines respeclives a et b. Apres le retournement „7 &tant I'homo- 
logue de /f' et r&eciproquement, les deux regions sont reeiproquement homo- 
logues. Done tout element et toule aröte de Tune des regions a dans lautre 
son homologue dont il sera essentiellement distinet. Les deux aretes ab, ed 
sont done les seules qui soient leurs propres homologues. 

2" Sous-Cas. Supposons Wil existe d’autres aretes a’b', ete. d« 


meme espece que ab. 
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Deux de ces aretes ne peuvent avoir aucune extremite commune. En 
effet,. si ab, ac elaient deux arötes pareilles, l’aspect a, ac serait le meme 
que Vaspect a, ab. Il y aurait done symetrie par rotation autour du sommet «, 
contre notre hypothese. 

Parmi toutes les extremites de toutes ces aretes, soient a, a’ deux de 
celles dont la distance est un minimum Öd, A une ligne geodesique issue de a 
et aboutissant a «@', A, A,. A, la serie des lignes pareilles a 4. 

On peut faire en sorte que ces lignes ne se Iraversent nulle part. En 
elfet 1°. si deux de ces lignes A, A, se coupaient en leur milieu, ce point 
etant a Ja m&me distance des extremiles des deux lignes serait son propre 
homologue dans les deux aspects relativement auxquels 1, est I'homologue 
de „I. Ce point presenterait done une symelrie par rolation que nous avons 
suppose ne pas exister. 2°. Deux lignes /, 1, ayant leurs extremiles a el 
a, a, el a, situces sur des ar6tes toutes dilferentes, ne peuvent se couper: 
car leur point dintersection f ne pouvant @ire simultanement au milieu de 
chacune deelles. Yune au moins des qualre distances fa, ta’, ta,, ta, serail 

Id. Soit fa<40. Comme on a ta+tta, = d Tune au moins des 
quantites fa,. ta,. par exemple fa,, serait au plus egale a 4Öd. On aurail 
done ta+ta, <d, et a fortiori la distance de a a a, <d; resultat contraire 
a notre supposilion. 8°. Si deux lignes 4, 1, ayant chacune une de leurs 
exiremiies sur une meme arele ab se rencontrent en un point £, Ja distance 
! de ce point ä lrardte ab sera la meme, soit quoon la compte sur A, 
soil quon la compte sur A,. En eflet. supposons la distance comptee 
sur „f, plus courle que l'autre: soit a’ laulre extremite de A. Si A a 
son exiremite en b, la distance de ce point a «a est tout au plus egale ü 
bt+-ta', quanlite plus petite que at+ta'=d. De meme, si A, se terminait 
en a. la distance minimum de « ä a’ serait moindre que d; resultat contraire 
a notre supposition. 4. De plus la distance d est inferieure a 40 si les 
deux lignes /, 4, ont leurs autres extremiltes «’, «a situees sur des aretes 
differentes: en effet, si l’on avait at = bt>}d on aurait contrairement a notre 
supposilion at+a't=d—at+d—bt = Rd —2at<d. 5°. Deux lignes A, A, 
issues dune meme arete, ou y aboutissant toutes deux ne peuvent se couper: 
car leur point d’intersection #, etant situ& a la möme distance de l’origine de 
ces deux lignes, serait son propre homologue, lorsqu’on comparerait ensemble 
les deux aspects relativement auxquels elles sont homologues. 6°. Trois 
liones ne peuvent se rencontrer en un me&me point: car ces trois lignes au- 











wi 
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raient leur extremitle sur une meme arete, et il y en aurait au moins deux 
issues de cette arete, ou y aboutissant. 

Ces preliminaires poses, supposons que 1 rencontre les lignes pareilles 
en cerlains points: soit « celui de ces points qui sera le plus rapproche du 
milieu de 1: nous pouvons le supposer dans la premiere moilie de I: car 
on peut choisir arbitrairement celle des deux extremites de cette ligne que 
on prend pour origine. Soit done d<4d la distance de x au sommet « 
Nous considererons dans la ligne 1 trois trongons distinets: le premier 4 de 
longueur d compris entre a et a: le dernier 4 de longueur egale au 
premier, et pris a partir de l'autre extremite a’: enfin un troncon median « 
Nous pourrons decomposer de meme chacune des lignes pareilles a ./, el 
notamment la ligne -/, qui la rencontre en «. Cette ligne doit aboutir A 
larete ab (2° et 4°), d’ailleurs la distance de « A ab, comptee sur A ou su 
A,, doit eire Ja meme d (3°). La partie de A, interceplee entre a et «ab 
representera done exactement le dernier trongon 4, de cette ligne. 

Considerons maintenant la ligne geodesique Z formee par la reunion 
des trois Irongons 4, «, 4,. Si l’on compare entre eux les aspects du poly- 
edre relativement auxquels -/, „I, ete. sont successivement homologues de 1, 
le systeme des lignes 4, 1, elc. sera constamment son propre homologue. La 
ligne L etant exelusivement formee de troncons empruntes ä ce systeme, il 
en sera done de meme de ses homologues. Une de ces homologues L, se 
eonfondra avec L dans tout le troncon 4’: une aulre L, dans tout le trongon 
),,. En ellet, si nous comparons ensemble les deux aspects relalivemen! 
auxquels 7, est homologue de A, le dernier Ironcon 4, de „4, sera !’homologue 
du dernier trongon # de -f. La ligne Z qui contient le trongon 4’ aura don« 
pour homologue une ligne L, qui contiendra dans son entier le troncon /, 
D’autre part, comme elle contient 4,, elle sera ’homologue d’une ligne /, u 
eontiendra 4. 

Sauf ces coineidences, la ligne Z, n’aura aucun point commun avec ses 
homologues L,, L,.ete. En effet son trongon median est le meme que celu 
de 1, qui n’etait rencontre, ainsi que nous l’avons suppose, par aucune des 
lignes du systeme A, A, ete., systeme qui contient toutes les lignes /, Z, ete. 
D’autre part, dans les autres troncons, elle est deja confondue avec une de 
ses homologues, et si elle en rencontrait une autre, on aurait trois lienes se 
renconlrant en un meme point, ce qui est impossible (6°). 

En comparant successivement ensemble les aspects relativement aux- 
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quels Z a pour homologues L, L,, L,, ... on voit que toutes ces lignes se 
eonfondent deux ä deux dans leurs trongons extr&emes, et se separent enliere- 
ment dans leur troncon median. 

Ce premier point acquis, soient Z une des lignes pr&cedentes: a son 
origine. a le sommet pareil a a auquel elle aboutit. Soit Z’ la ligne pareille 
a L. issue de a’ et aboutissant en un aulre sommet a”: soit de meme L” la 
lione pareille a Z issue de a’: elle aboulira a un sommet «” ele..... La 
suite des sommels pareils a a elant limilee,. on arrivera enfin a une ligne 


1!" aboulissant a [un des sommels precedenis. Le premier sommet sur lequel 
—1 


4 


on retombera sera a: car si la liene L’”’ aboutissait a un autre sommet «a“. 
on aurait deux lienes pareilles ZX”' et 1” aboutissant a ce point, qui pre- 
senlerail par suite une symelrie de rotation, contrairement a nos hypotheses. 

Les lignes L, L, ... L” forment un conlour ferme, qui est son 
propre homologue relalivement a % aspeels: il existera done dans chacune 
des deux regions limitees par ce contour, un element doue de symetrie de 
rotalion d’oordre k, ou si A=2, une arcle avec relournement (Theoreme 1"). 

Le cas dune symetrie par rotation etant exclu de nos hypolheses. 
nous aurons foreement k=2. 

Done si la ligne L issue de a, aboutit a a’, reciproquement son homo- 
loque I issue de a’, aboutira au point de depart a. 

Cela pose soit a’b' Tarete pareille a ab dont le sommet «' fait partie: 
Io sommet 5b’ etani pareil a a, on pourra determiner a parlir de ce poin! 
deux lignes Z,. L, formant un systeme pareil au systeme L, L': et de meme 
que Z ei Z ont leurs extremites en un sommet «a silue sur une arete pareille 
a ab, L,. L, auront leurs extremites en un point b” situe sur une ardte b’a” 
egalement pareille a ab. 

A parlir du sommet restant a” pareil aux precedenis, on pourra de- 
'erminer deux lignes L, et Z, formant un systeme pareil au systeme L, L ei 
se terminant en un point @ d’une arete pareille aux precedentes. On con- 
Iinuera ainsi jusquä ce que lon arrive a un svsieme de deux lignes Z,_,. 
/.,_, dont llextremite. au lieu de se trouver sur une arete nouvelle, vienne 
tomber sur [une des aretes qui nous ont deja servi. Cette extremite tombera 
necessairement en b: car supposons quelle tombe en un auire sommet, tel que «a. 
On aurait deux lignes pareilles Z et Z,_, toutes deux issues de ce point, qui 


esenterait par suite une symetrie de rotation. airement a nos hy ses. 
presenterait par suite une symetrie de rotation,. contrairement a nos hypothesc 


Considerons plus parlieulierement le systeme forme par l'arete ab, la 
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liene L, l'arete a’b’, la ligne ZL, issue de b’, l’arcte b’a”, la ligne ZL, issue de 
a ete., enfin la ligne /,_,, aboutissant en b. Ce systeme forme un contour 
ferme qui reste son propre homologue sous A aspeels dislinets. Car si Von 
compare entre eux les aspects relalivement auxquels L,, par exemple, est 
l’'homologue de 'L, larete ä laquelle aboutit Z, sera Thomologue de a’b' ä 
laquelle aboutit Z, Z,,. issue de lautre bout de cette derniere arete sera 
homologue de Z, issue de 5’ ete. 


On -pourra done appliquer encore ici le 
theoreme IT” et comme il n’existe,. par hypothese, or b 
Ä Ri eG 
aucune symelrie par rolalion, on aura necessaire- / | Y\ 
‘ zur ! \ 
ment k—=2. L! |Z L: \Z 
4 
Ainsi les deux lignes L,. I, partant du point \ \ | / 
’ . rn \\ / 
b' arriveront en b: de telle sorte que les deux aretes N z 
a > 


pareilles ab, a’b' se trouveront reunies par quatre 

lignes L, L’, Lı,. Lu. Ces quatre lignes ne se traversent mutuellement nulle 
part. D’ailleurs, si nous supposons, ce qui est permis. que l’ordre de succession 
des lienes ab, L, L’ autour de a soit ab, L, 1’, lVordre de succession de 
leurs homologues autour de b’ sera ba’, L,. L,: les six lienes ab, a’b', L, 
L, L,. L, diviseront done la surface du polyedre en quatre regions. 

1°. Une calotte polyedrique AR comprise entre les aretes ab, a’b' ei 
les lignes Z et Z.. 

2°. Une autre calotte AR’ comprise entre ab, a’b', L’ et 1. 

3°. Un fuseau F compris entre L et L. 

4°. Un autre fuseau F’ compris entre L, et 1. 

(Les deux lignes Z et Z pourraient se confondre dans une partie de 
leur etendue, ou meme en totalite: il en serait de m&me de leurs homologues 
L, et L\. Dans ce cas les deux fuseaux se reduiraient a de simples lignes. 
Mais les calottes R et AR’ ne peuvent disparaitre: car les deux lienes I et 1, 
par exemple, ayant leurs extremites differentes, ne peuvent se confondre dans 
leurs trongons exir&mes: elles ne peuvent done se rencontrer en aucun point.) 

Si maintenant nous comparons entre eux les deux aspects relalivement 
auxquels 5b est homologue de a et reciproquement, Z issue de a aura pour 
homologue Z/, issue de b. De meme ZL, a’, b’, L,, L, auront respeclivement 
pour homologues L,. b’, a’, L, L’: R et R’ seront done reeiproquement ho- 
mologues, ainsi que F et F'. 

Chacune des deux regions R et R’ contiendra done le meme nombre 
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de faces que sa conjuguee: de meme pour les deux fuseaux F et F". 
Chacune de ces quatre regions contiert donc tout au plus la moitie des faces 
du polyedre. 

Il nexiste aucune arete nowvelle pareille a ab. En eflet, sil en existait 
une «a considerons les deux aspects relativement auxquels &5 est homologue 
de ab: a’b' aurait pour homologue une arete «’P’ qui serait relicee a «/P? par 
quatre lignes A, fl, A,,. A, respeclivement homologues de L, L/, L,, L.. 

L’arete @’5 ne peut se confondre avec aucune des deux -pr&cedentes 
ab, ab’. En ellet, supposons que «'p' se confonde avec ab, et que. par 
exemple. «@' se conlonde avec a: on aurait deux lignes pareilles, Z et A 
issues de ce point et aboulissant lune a a’, lautre a «. Il y aurait done 
symetrie par rolation autour de ce point. 

Les lignes A, I, A,, A, ayant leurs extremites sur des aretes 
autres que celles oü sont les extremites de L, L, L,. L,. et ne pouvanl 
couper nulle part ces dernieres lignes, seraient contenues en entier dans celle 
des regions R, R', F. F qui contient l’arete «Pf. Soit pour fixer les idees 
R cette region. Dautre part A, A, A,, 1, devraient parlager le polyedre 
en qualtre nouvelles regions, pareilles aux precedentes, et par suite contenant 
chacune au maximum la moitie des faces du polyedre: resultat absurde: car 
les trois autres regions R’, F, F’ jointes a la portion de AR exterieure aux 
liones A, If, A,, I, ne forment en tout qu’une de ces nouvelles regions, 
laquelle renferme evidemment plus de la moitie du polyedre. 

Les aretes pareilles ab, a’'b' etant ainsi au nombre de deux, et chacune 
d’elles douce de la symetrie de retournement, le polyedre sera pareil a lüi- 
meme sous quatre aspects differents. 

Toute symetrie par rotation etant exclue, la region AR qui est sa 
propre homologue par rapport a deux aspects du polyedre contiendra ne- 
cessairement une arete douee de la symetrie de retournement: la region 
pareille #’ contiendra une arete pareille: a chaque autre arete et ä chaque 
element de AR correspondra une autre arete ou un autre element pareil dans 
la m&me region, et deux autres pareils dans la region R. 

Les regions pareilles F et F’ dont chacune est sa propre homologue 
par rapport a deux aspects du polyedre, offriront de meme un systeme de 
deux aretes pareilles avee symelrie de retournement, les autres ardtes et 
les elements etant deux fois repetes dans chaque region, soit quatre fois 


en toul. 
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Il resulte de cette discussion que les polyedres consideres dans ce 
paragraphe se reduisent a deux types distincts. 

1" type. Polyedres semblables a eux-memes sous deux aspects 
differents. Ils ont a chaque extremite une arete unique de son espece, avec 
symetrie par relournement. Les autres aretes et les elements sont deux fois 
repetes. Deux lignes geodesiques pareilles A et A y joignant ensemble les 
aretes uniques, les partagent en deux moities pareilles. | 

2°" type. Polyedres semblables a euz-memes sous quatre aspects 
differents. Trois systemes differents de deux aretes pareilles entre elles avec 
symetrie de retournement. Les autres aretes, et les elements sont qualre fois 
repetes. Quatre lignes geodesiques pareilles L, L, L,. 1, joignant ensemble les 
extremites des deux aretes d’un meme systeme partagent le polyedre en qualre 
regions pareilles deux a deux, et dont chacune contient (une des areles a 
retournement. 

Le premier de ces deux genres de symetrie pourrait sappeler symetrie 


par relournement: le second symetrie par retournement et renversement. 


II" Cas. 

Supposons maintenant que les sommets les moins repetes presentent une 
symetrie par rotation binaire. 

Soit A une ligne geodesique menee d’un sommet S a l’un des sommels 
pareils les plus voisins 5° et choisie de maniere a ne pas traverser ses 
homologues. Deux lignes pareilles a 7 sont issues du point S’: et l’on doil 
supposer que l'une au moins de ces deux lignes n’aboulit pas en S, U'hypothese 
contraire ayant deja ete diseutee (Section V). Supposons que l’observateur 
se place sur // dans le voisinage de S’ et tourne autour de ce dernier point. 
dans le sens direct, par exemple. Soit A’ la premiere ligne pareille a A 
et n’aboutissant pas a S quil rencontre sur son passage: soil S” l’extremite 
de cette ligne. Soit de meme 1” celle des lignes pareilles ä A, issues de 
S”, et n’aboutissant pas A S’, qu’on rencontre la premiere en tournant autour 
de S” dans le sens direct et a partir de Al: 1” aboutira a un sommet tel que 
S”” autour duquel on repetera la m&eme manoeuvre. On continuera ainsi 
jusqu‘a ce qu’on arrive a une ligne A" aboutissant a lun des sommels $, 
S’, S’ preeedemment determines. 

Ce sommet ne pourra etre que $S. Supposons en effet que ce soit $“ 


et comparons les aspects relativement auxquels 1“ est !’homologue de A: S“ 
g* 
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origine de 1“ sera V’'homologue de S, origine de A. De meme S“'', 
ou aboutit -/“ sera l’homologue de S’. _1' aura pour homologue A“*'. En 
effet .f' etant issue de S’ et naboutissant pas en S, doit avoir pour 
homologue une ligne pareille issue de S“'' et naboutissant pas en S“. Sl 
n’existe qu’une seule ligne jouissant de ces proprietes ce sera A“+'. Sil en 
existe deux I“! et x, elles seront respectivement les homologues de A', 
et d’une autre ligne pareille x issue de S’ et naboulissant pas en S. Or par 
construction, un observateur tournant dans le sens direct autour de S’ a partir 
de .f rencontre l[' avant x. Done un observateur tournant dans le sens 
direet autour de S“'' a partlir de /“ rencontrera l’'homologue de _f' avant 
celle de x: (Propos. 3) mais par construction. il rencontre 4“'' avant «': 
done .4“*' est U’homologue de f. S“** oü aboutit 1“*' sera ’homologue de 
S”’, oü aboutit JS" ete. S“, S“""... ete. seront done respectivement les homo- 
logues de S, S’ etc. S’= S“ sera done I'homologue de S’”“. Mais il est 
'homologue de S, comme nous venons de le voir; S°”“ se confondra donc 
avec S, et par suite S" ne serait plus le premier sommet de la suite S, 
g 


S’ qui se confondra avec l'un des precedents. 

Le contour forme par les lignes successives A, ll... A 
son propre homologue relativement a k aspects, nous pourrons appliquer le 
theoreme I”. Dailleurs, par construction /' n’aboutit pas en S: A est donc 
au moins egal aA 3: il y a donc un element presentant une symetrie de ro- 


1 ötant 


tation au moins ternaire, contrairement a notre supposition. 
L’hypothese qui nous a servi de point de depart est done a rejeter 


entierement. comme se contredisant elle-meme. 


I11°”° Cas. 
Supposons enfin que le sommet S presente une symetrie de rotation 


dont lordre m soit au moins egal a 3. 
Soient S’ un sommet pareil a S, situe a la distance minimum Öd de 8: 


A une liene geodesique menece de S a S’ dans les conditions indiquees au 


theoreme 11. 
Lemme. A chaque sommet pareil a S se rencontrent 2m lignes 


pareilles « I, dont m sont issues de ce point, et m y aboutissent. Un ob- 
servateur place pres de ce point, et tournant autour dans un sens determine, 
le sens direct par exemple, devra traverser alternativement une des lignes qui 


en sont issues et une des lignes qui y aboutissent. 
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En effet, soient S, un de ces sommets, f,. A,....-1, les lignes qui 
en sont issues, ecrites dans leur ordre de succession: -l, une des lignes qui 
aboutissent a S,, el que nous supposerons comprise, par exemple, entre ./, ei 
A,. 1 existe une ligne pareille 4, comprise entre deux lignes quelconques 
conseeulives de la serie precedente A, el A,;ı: 

Comparons en elfet les deux aspects relativement auxquels 1, es! 
’homologue de A,. 8, origine de ces deux lignes est son propre homologue. 
Le systeme des lignes qui en sont issues est son propre homologue, el comme 
ces lignes doivent se succeder dans le me@me ordre que leurs homologues 
(Propos. 10) 1, aura pour homologue A,;,,. L’homologue de A,. A, aboutil 
en S,. et comme les trois lignes A,. A,. 4A, se succeedent dans l'ordre ou 
elles sont ecrites, leurs homologues se succeederont dans l’ordre /,. A,. A,.ı: 
C. Q. F.D. 

Remarque. Il pourrait arriver que A, se confondit avec -A,: dans 
ce cas limite. /, se confondrait evidemment avec 4. 

Cela pose, tragons sur la surface du polyedre toutes les lignes pareilles 
a] qui sont issues de S ou y aboulissent: puis toutes les lignes pareilles ä 
A qui ont une extremite commune avec les pr&cedentes: puis les lignes qui 
ont une extremite commune avec ces dernieres etc. Nous aurons trace ainsi 
sur le polyedre un reseau dont tous les sommets seront pareils a $. 

Les lignes de ce reseau ne se traversant mutuellement nulle part, di- 
viseront la surface du polyedre. en un certain nombre de regions distinctes 
qui n’empieteront pas les unes sur les autres. On verra que ces regions sont 
de deux especes seulement. 

Soient en eflet / une quelconque des lignes du reseau, > le sommel 
d’oü elle est issue, >” celui oü elle aboutit. Supposons quun observateur 
place sur ./ dans le voisinage de >’ se mette a tourner dans le sens diree! 
autour de ce point: soit -f' la premiere ligne pareille a .-f quil rencontre: 
elle sera issue de > et aboutira en un sommet tel que I”. Si l'observateur 
se place maintenant en f', pres de I”, et tourne aulour de ce dernier point. 
toujours dans le sens direct, jusqu’a ce quil rencontre une nouvelle ligne 1", 


cette ligne sera issue de ce point, el aboulira A un nouveau sommet I 


On continuera ainsi jusqu’a ce qu’on arrive a un sommet I“ coineidant avec 
un des precedents. Le premier sommet sur lequel on retombera sera pre- 
cisement &. Car supposons que l’on ait I’ = >“: comparons entre eux les 


deux aspects relativement auxquels A“ est homologue de -/. Le point I’ 
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d’ou elle est issue est homologue de 2. Le point &”'' ou elle aboutit, 
homologue de >’. Les lignes pareilles a / et ayant leur exiremite en I’ 
ont pour homologues les lignes pareilles ayant leur extremile en Z""!, et 
celle de ces lignes, f', qui succede a / autour de I’, aura pour homologue 
A“, qui succede a A“ autour de &**' (Propos. 3). Le point X” oü aboutit 
A, aura done pour homologue I*'" ou aboutit A“''. Continuant ainsi. on 
voit que I“ aura pour homologue I“. D’ailleurs I a pour homologue I. 
Si done I“ et I se confondent, I et 2°” se seront auparavant confondus. 
La ligne 7 bordera ainsi sur la gauche une region fermee R eircon- 
scrite par les k lignes A, A, ... A. | 
Si lon se place sur larete A" aupres du point Z, et quon tourne autour 
de ce point dans le sens direct, la ligne A sera la premiere qu on rencontrera. 
En eflet comparons ensemble les deux aspects relalivement auxquels 
A est V’homologue de A: I’, A’... A”, 2°” auront respectivement pour 
homologues I”, A", ... A”, &. Enfin 7’ aura pour homologue une ligne 


' et aboutissant a 2’ bomologue de &. Si cette 


issue de 2 homologue de I’ 
ligne ne se confondait pas avec -/, on aurait ainsi deux lignes pareilles issues 
de I et aboutissant a un meme sommet Z', hypothese deja discutee ($. V). 

Remarque. Le contour A, A, ... A” etant ainsi son propre 
homologue pour les %k aspects relativement auxquels A, A', ... A’ sont 
respeetivement homologues a A, il en sera de meme de la region R situde a 
gauche de ce contour. Celte remarque nous servira plus tard. 

Aucun sommet pareil a 2 ne sera contenu dans la region R. En 


effet, il ne peut &elre situe sur le contour A, fl, ... A”, car il se trouverait 
a une distance moindre que ld de quelques-uns des sommets I, I”, a: 
Supposons done quil soit en o dans liinterieur de la region: soit 4 une ligne 
pareille a f issue de ce point: comparons entire eux les aspects relativement 
auxquels A est lhomologue de A. Le contour A, A, ... A'”' aurait pour 
homologue un contour pareil A, 4, ... 4" bordant une region r, pareille 
a R, ei contenant par suite le meme nombre de faces que R. Mais d’autre 


part le contour A, 4, ... 4”! est entierement contenu dans liinterieur de la 


region R. En effet, le point o etant situe dans liinterieur 
\y de R, la ligne 4 qui en est issue, et qui ne peut pas 


U > 

5 ——_\y’ traverser les lignes pareilles A, ... A” y sera contenue 

/A  necessairement. Dailleurs elle ne peut aboutir a aucun 
= /yı 


nn des points du contour autres que I, I’, ... I’; car 
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son extremite serail un sommet pareil a &, I’, ... Y’ et silue Aa une 
distance moindre que Ö de quelques-uns de ces sommets. Elle ne peut non 


plus aboutir a aucun des sommets &, I’, ... 2” 


: car si elle aboutissait a 
>’, par exemple, elle serait rencontree avant f' par un observateur tournan! 
autour de >’ a partir de 1 (voir la figure ei-jointe) ce qui ne peut elre. 


Son extremite 0’ sera done dans l'interieur de la region. On demonlirera de 


meme successivement que les lignes 4, ... 4" sont entierement contenues 
dans la region R, et leurs extremites 0", ... o'"', o situ6es dans linterieur 


de cette region et non sur le contour. La region r ne forme done quune 
partie de R: il est done impossible quelle contienne le meme nombre de faces. 

I! nexiste pas a Üinterieur de la region R de lignes pareilles « 1 qui 
pwissent subdiviser cette region en plusieurs regions partielles. 

En eflfet,. soit A, une de ces lienes: elle devrait elre entierement 
interieure au contour A, A, ... f'”' qui ne peut @ire traverse par aucune 
ligne pareille a 4. Nous venons de voir dailleurs quelle ne peut aboulir 
a aucun des sommels I, 2’, ... 2°” et quil n’existe pas dans AR d’autres 
sommets pareils a ceux-la oü elle puisse aboutir. 

Supposons maintenant que l’observateur place sur 1 pres du point I’ 
se melte a tourner autour de ce point, non plus dans le sens direct, mais 
dans le sens retrograde jusqua ce quil rencontre une ligne 4 pareille a A 
et necessairement issue de >’ (Lemme precedent): quil se Iransporte alors 
vers l’extremite 0” de cette ligne, autour de laquelle il tournera encore dans 
le sens retrograde etc. En continuant celte serie d’operations on obliendra 
une suite de lignes 4, 4” ... distinetes les unes des autres, jusqu’a lune d’elles 
1”! qui aboutisse ä l’un des sommets I, >’, 0”, ... dejä rencontres. 

En appliquant des raisonnements de tout point analogues aA ceux de 
tout a [heure,. on verra successivement: 

1°. Que la ligne #7 aboutira necessairement a 2. 

2°. Que la ligne A bordera ainsi sur sa droite une region fermee r 
limitee par les K' lignes A, W, ... KT’ et qui sera sa propre homoloque 
relativement a Kk' aspects. 

3°. Que cetle region ne contiendra aucun autre sommet pareil a &, 
et par suite, qwil n’existe pas dans son interieur de lignes pareilles a A, qui 
puissent la subdiviser en regions plus peltites. 

Soit maintenant 1, une ligne quelconque du reseau. Comparons en- 


semble les deux aspects relativement auxquels 4, est Ihomologue de A: F, 
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extremite de /, aura pour homologue F&,. extremite de A,: A, qui est la 
premiere ligne pareille a ./ qu’on rencontre en tournant dans le sens direct 
autour de 2” ä parlir de A, aura pour homologue une ligne A,, qui sera la 
premiere ligne pareille a // qu’on rencontre en tournant dans le sens direct 
autour de I&, a partir de A, etc. De meme 4” aura pour homologue une 
liene A, jouissant des memes proprietes. Enfin 1”, qui aboutit a 3, aura 
pour homologue une ligne 1} aboutissant a 8,. La region AR aura ainsi 
pour homologue une region pareille R,. situee a la gauche de A,. De 
meme la region r,. situee a la droite de A,, sera l’'homologue de la region r. 
Quelle que soit la ligne A, que l’on considere, on n’obtiendra done jamais 
que deux iypes de regions: les unes pareilles a R, les autres pareilles a r. 

Le nombre des regions aboutissant a chaque sommet > du reseau est 
evidemment egal a 2m, nombre total des lignes pareilles a 4 qui en sont 
issues, ou qui y aboutissent. 

Enfin le polyedre ne possede, en dehors des sommets du reseau, aucun 
autre sommet pareil a 2. En effet s’il existait un semblable sommet, il serait 
situe. ou dans une des regions pareilles a R, ou dans une des regions pareilles 
ar. Dans tous les cas il existerait, soit dans AR, soit dans r, un sommet de 
meme espece, ce que nous avons demontre impossible. 

Nous remarquerons encore que parmi les deux nombres k, K, qui 
expriment combien de lignes pareilles a ./ bordent respectivement R et r, 
un au moins est superieur a deux. 

Supposons en effet k=#=2: la condition k=?2 exprime que la 
lione A’ issue de I’ aboutit en &. De meme, si 4" —=2, 4, issue de I”, 
aboutira en 8. Dailleurs les lignes AI’ et 4 sont essentiellement distinctes, 
puisque nous admeltons quil y a au moins trois lignes pareilles a 1 issues 
de I’, et que f est la premiere qu on rencontre en tournant dans le sens 
direct autour de I’ a partir de A, tandis que 4 est la premiere qu’on ren- 
contre en tournant dans le sens retrograde. On aurait done deux lignes 
 pareilles issues dun meme sommet et aboulissant ä un meme sommet, cas 
deja examine ($. V) et que nous pouvons rejeter ici. 

Ces preliminaires poses, nous distinguerons deux sous- cas. 

1°. Chacune des regions R, r est bordee par trois lignes au moins: 
soit k—2, K >2. 

2°. L’une de ces regions, r par exemple, est bordee par deux lignes 


seulement: soit k > 2, K —2. 
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1". Sous-Cas. Imaginons que chacune des lignes A, 1, 3 ete. 
soit consideree comme formant un tout rigide,. une sorle d’arete polygonale: 
et que chacune des regions comprises entre elles soit @galement consideree 
comme un tout indivisible, une face plus ou moins ondulee. Nous pouvons 
envisager au lieu du polyedre primitif, le polyedre plus simple dont A, 7 
» ... seraient les arötes, et R, R’...r... les faces. 

Par chaque sommet de ce polyedre passent m faces de % cöles et m 
laces de 4’ cötes, les deux nombres A et 4’ elant indetermines: nous allons 
chercher a r&esoudre ce probleme plus general: 

Trower tous les polyedres tels qua chacun de leurs sommets passent 
le möme nombre de faces triangulaires, le meme nombre de faces quadran- 
qulaires, etc. le meme nombre de faces de n cöles, etc. 

Soit 5 le nombre des sommels du polyedre cherche. et soient re- 


(n) le nombre des faces triangulaires,. quadran- 


\ 


speclivement T, 0, P,H... 
gulaires. pentagones, hexagones, ... »-gones qui passent par chacun deux. 
Le nombre des areles qui passent par chaque sommet est egal au 


nombre des faces qu'elles separent: soit a T+Q0+P+H+-.--- Chacune delles 
T-O+P-AH+-.. 


passe par deux sommets: leur nombre total sera done S — — 


D 7 


Le nombre F des faces est facile a evaluer: chaque triangle passanl 


Y 


a a ) 
par trois sommets, on aura S-- faces triangulaires: etc. Le nombre total des 





3 
. T ) P 
faces sera donc Ss) — + & + —|{ ne 
. 4 5 ) 
On aura alors en verlu du theoreme d Euler: 
TER  @N ‚Er +0) 
S + Ss) 3 a: x Dia S Yan “. 
d’ou 
i \ ‘ ei # De 20 ri N em 2 \ ! j 
1.) S 1 6 8 37 n ( 


equation a laquelle on doit joindre la condition de rigueur 
2.) T+Q+P+-+n)+->?2 
exprimant quil passe au moins trois faces a chaque sommet. 

Le probleme se trouve ainsi ramene a determiner les systemes de 
raleurs de T, Q, P, (n) etc. satisfaisant a la condition (2.) qui donnent pour 
S une valenr entiere et positive. La solution complete serail tres-facile a 
obtenir, mais elle est etrangere a notre sujei. et nous ne nous y arreterons 
pas, en nous bornant A ce qui nous est necessaire ici. 

Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 1. 10 
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Dans le cas actuel le nombre des faces qui passent a chaque sommet 
est egal a 2m, soil, comme m >?, a six au moins. Dans l’hypothese la plus 
favorable, oü il ny aurait que six faces, toutes triangulaires, l’equation (1.) 
donnerait pour S une valeur inlinie: dans tous les autres cas une valeur 
neralive. 

Le cas que nous disculons en ce moment ne correspond done a aucun 
polyedre proprement dit, mais seulement a des surfaces polyedriques indefinies 
composces d’une infinite de facettes. Nous remeltrons A une autre occasion 
lexpose des proprieles de ces surfaces, qui ne presente aucune difficulte, en 
parlani des prineipes que nous venons d’exposer dans ce memoire. 

2°" Sous-ÜGas. Imaginons chacune des regions r avec les deux 
lienes qui la bordent comme formant un tout rigide, une sorte de grosse 
arele: imaginons de meme que chacune des regions R forme un tout indivi- 
sible, une face plus ou moins ondulee: nous pourrons envisager a la place 
du polyedre primitif P le polyedre plus simple 7 dont les r seraient les 
arcles, et les AR les faces. 

Ce solide presente cette parlicularit& qu’a chacun de ses sommets 
passent le möeme nombre de faces qui toutes sont de meme nature. 

Nous aurons comme tout a l’'heure l’equation 

T 20 3P AH n-—2, 
S1-57-3 0% ın 


avec 


T+0+P+--+(n)-- >2. 
De plus, tous les nombres T, Q, P ete., a l’exceplion d’un seul, doivent 
etre nuls. 


Supposons d’abord O=P=(n)...=0, TO. 
Il viendra S = a et les valeurs admissibles seront: 
. Te a Be u Fü 
2°. T=4, du S= 6 F=.8, 
”. T=5 da S=-12, F=-W. 
Au dela de T=5, S devient infini, puis negalif. 
Soit maintenant  >0, T=P=(n)... =V®. 
16 


il viendra S=:-0 et Von n’a qu’une solulion: 


2%. 0=3, deu S=8 F=6. 





ESCHE 
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I 


Soit maintenant P>0, T=0=H... — 0. 


. 20 u ä a 
Il viendra S— — —. tt Von na qu une solution: 
03, 9 '° | r 


vr. Pe: da. 8=- MM F=1R, 

infin sion aa la fos T=0, P=0. V=0,. 5 est necessairemen! 
infini ou negalif. 

Il existe done en toul eing solutions que nous allons disceuter suc- 
cessivement. 

1°° Solution. Soient T=3, S=4 F—4. 

Le polyedre rn est un telraedre. Le polyedre primitif sera done un 
tetraedre, dont les six areles auraient el& remplacees par autanl de fuseaux 
et les faces par aulant de calottes polyedriques pareilles entre elles. Le nombre 
des sommets pareils a > elant de guatre et l'ordre de la rolalion aulour de 
chacun d’eux etant de frois, le polyedre sera pareil a lui-meme sous douze 
aspects dillerenis. 

Chacune des calottes triangulaires elant sa propre homologue sous trois 
aspects (page 70) devra contenir un element doue de symelrie ternaire; il 
existera quatre elements semblables, un dans chaque calotlle: les autres elements 
seront repeles trois fois dans chaque calotle, soil douze fois en tout. 

Chacun des six fuseaux est son propre homologue sous deux aspeels 
(page 70): il contiendra done soit un element avec rolation binaire, soit une 
arele avec symelrie de relournement. Les aulres areles et elements seron! 
repetes deux fois dans chaque fuseau, soit douze fois en tout. 

Le polyedre presente ainsi: Deuxr systemes d’elements d’espece qua- 
druple: Un systeme d’elements ou d’arötes d’espece sextuple: les autres elements 
et arötes sont d’espece dodeenple. 

L’existence de cet aulre systeme d’elements d’espece triple montre que 
le solide pourrait Elre derive du telraedre de deux manieres differentes. 

Observaltion. Il pourrait se faire que plusieurs des lignes pareilles 
A, etc. coinoidassent ensemble en tout ou en parlie. ce qui ferait disparailre 
soit les calottes. soit les fuseaux. ÜCelie eirconstance merile d’elre examince 
en detail. 

Considerons la ligne 1. Les seules, lignes pareilles avec lesquelles 
elle puisse avoir quelque point commun sont les trois lienes A,. A,. 7, entre 
lesquelles elle est immedialement eomprise. En eflet imaginons un observaleur 
tournant dans le sens direct antour de I: la ligne 4 etant issue de ce point, 

10 * 








a | 
> 
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la suivante _7, y aboutira et la suivante -/, en sera 
NN issue: elle ne pourra donc avoir aucun point commun 
/INNS avec 1 ($. IV, Lemme V). On voit de m&me que 
| 7 1, est issue du point I: cette ligne ne peut donc 

u®; ‚* avoir aucun point commun avec A. De mäme encore, 
u DE RBN Be 2 les deux ligenes /,, A, aboulissant toutes deux A 3, 
| ainsi que -/, nauront aucun point commun avec elle. 


NT 

z La ligne ./ sera done entierement comprise dans lin- 
terieur du quadrilatere A,, A,, A, 4A,;: les lignes A,, A,, 1, etant les 
seules situees a linterieur de ce quadrilatere, seront les seules qui puissent 
rencontrer 4. 

Nous avons vu dailleurs (Theoreme Il) que la ligne 4 peut eire 
choisie de maniere a presenter en general trois Irongons: 1° Deux trongons 
extremes dans lesquels elle se confond avec une aulre ligne pareille: 2° Un 
troncon median ou elle est enlierement isolee. Deux cas pourront se presenter 
suivant que -/ se confondra dans le voisinage de I avec A,, ou avec ,. 

I" Cas. Supposons que -/ coineide avec A, jusqu’a la distance d 
du point ID. Comparons les deux aspects relativement auxquels IF et 3,, A 
et „1, sont respeclivement homologues. On voit que -f, et 1 devront se 
confondre jusqu’a la distance d du point $,. 

Si la longueur d de la ligne A est superieure a 2d+1, il existera 
un trongon median dans lequel les deux lignes A et A, se separeront en 
laissant entre elles un fuseau y. Dans le cas contraire,. les deux lignes 
coineideront dans loute leur etendue, et le fuseau se reduıra a une simple 
liene. Si ie nombre des sommets de cette ligne est impair, le sommet median 
jouira d’une symetrie de rotation binaire: s’il est pair il y aura une arele 
mediane jouissant de la symetrie de retournement. 

2°” Cas. Supposons maintenant que 4 coincide avec 1, jusqu’a la 
distance d de &. Les deux lignes A et A, ayant une extremite differente, 
d sera au plus egal a ld. Comparons ensemble les deux aspects relativement 
auxquels -/ et 1, ont respectivement pour homologues A,, A;: il resulte de 
cetle comparaison que -/, coineidera avec 4, jusqua la distance d de >3;. 
De meme 4, coineidera avec -/ jusquä la distance d de 3. 

Si d<Z40 les trois ligenes A, A,,. -I, auront chacune un Ironcon 
median. de longueur d—2d, oü elles seront separees, et les trois Irongons 


medians circonseriront une pelite calotte ©’. Si au contraire d= 40 ces trois 
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lignes se confondront deux a deux dans toute leur eiendue, et la calotte 
disparaitra entierement, ou plutöt se reduira a un point, milieu commun des 
trois lignes, et qui restera son propre homologue relativemen! aux lrois aspects 
du polyedre relativement auxquels -f, A,,. -I, sont homologues les unes 
des autres. 


2°" Solution. Soil 


T=4, S=b, F=8. 


Le polyedre x est pareil ä l'octaedre regulier. Le polyedre primitif 
est donc derive d’un polyedre pareil a l'octaedre regulier, par la substitution 
de fuseaux &ä ses aretes et de calottes polyedriques a ses faces. L’ordre de 
la rotation etant 4 et le nombre des sommets pareils a > etant 6, le polvedre 
sera pareil a lui-meme sous 24 aspects dillerents. 

Chacune des calottes triangulaires doit presenter une symetrie ternaire, 
et possedera ainsi en son centre un element doue d’une rotation ternaire. 1 
y aura un element pareil dans chaque calotte, soit hwit en tout. 

Chacun des 12 fuseaux presente une symetrie binaire. Il contiendra 
donc, soit un element avec rotation binaire, soit une arele avec symetrie de 
retournement. Kette arete ou cet element sera 12 fois repete. 

Tous les autres elements ou aretes seront 24 fois repeles. 

Le cas oü les lignes 1 etc. se confondraient ensemble en tout ou en 
partie donne lieu aux memes observaltions que dans la solution precedente. 

3°" Solution. Soit 


T-5, 8-12, F=-M 


Le polyedre est pareil a licosaedre regulier. Le polyedre propose 
est done derive d’un polyedre pareil a licosaedre regulier par la substitution 
a ses areles de fuseaux pareils, et a ses faces de calotles polyedriques pa- 
reilles. L’ordre de la rotation etant 5 et celui des sommels pareils a N &tanl 
12, le polyedre sera pareil a lui-meme sous 60 aspects dillerents. 

Chacune des calottes triangulaires devra posseder une symeltrie lernaire 
et renfermer dans son centre un element doue d’une rotation ternaire. I y 
aura un element pareil dans chaque calotte, soit 20 en tout. 

Chaque fuseau presenle une symetrie binaire. Il contiendra done, soit 
un element avec rotation binaire, soit une arele avec symetrie de retournement. 
Cet element ou cette arete sera repele une fois dans chaque fuseau, soit 30 
fois en tout. 
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Tous les autres elements ou ar6eles seront 60 fois repetes. 

Le cas ou les lignes -f etc. se confondraient ensemble en tout ou en 
parlie donne encore lieu aux m&mes observations que dans la premiere solution. 

4°" Solution. Soil 

=>, Ben Feb 

Le polyedre 7 est pareil au cube. Le nombre des aspects semblables 
est de 24. Ce cas se ramene dailleurs a celui de l’octaedre. Car chaque 
calotte quadrangulaire elant sa propre homologue sous quatre aspeels, con- 
tiendra un element a rotalion qualernaire. et element ne sera que 6 fois 
repele, moins par suite que le sommel I, ce qui est contraire a notre sup- 


position. Cette solution doit done eire rejelee, en tant que distincte de la 





seconde. 
9°" Solution. Soil 
P=% 3.-W, F=-1. 

Le polyedre 7 est pareil au dodecaedre regulier. Le nombre des 
aspects semblables est de 60. Ce cas se ramene d’ailleurs a celui de lico- 
saedre. Car chaque calotte pentagonale &tant sa propre homologue sous eing 
aspeels, conliendra un element doue d’une symetrie de rotation d’ordre eing. 
Cet element ne sera que 12 fois repele, moins par suite que le sommet >, 
ce qui est contraire a nolre supposilion. Cette solution doit done @tre rejetee 
en tant que distinete de la troisieme. 

Nous obtenons done iei trois types de polyedres, derives des polyedres 
reguliers de la maniere suivante: 

Prenons un polyedre pareil a lun des polyedres reguliers: remplagons 
ses areles par des lignes polygonales quelconques, ou plus generalement encore 


par des fuseaux pareils presentant une symetrie binaire; ses faces par des 





calottes polyedriques pareilles presentant une symetrie par rotation dont lordre 
soit egal au nombre des cötes de la face: nous aurons reconslilue ainsi, ou 
les polyedres cherches, ou leurs polaires. 

1’. Le premier type peut etre derive du tetraedre de deux manieres 
differentes. Il presente 12 aspects semblables: deux systemes d’elements d’espece 
quadruple et un systeme d’elements ou d’aretes d’espece sextuple: tous les | 
aulres elements et aretes sont d’espece dodecuple. 

2°. Le second type derive a la fois de FT octaedre regulier et du cube. 

I! presente 24 aspects semblables. Il existe un systeme delöments d’espece 
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sextuple, un systeme d’espece octuple, et un systeme delements ou d’aretes 
despece dodeceuple. Tous les autres elements ou aretes sont 24 fois repötes. 

3°. Le troisieme type derive a la fois de Ficosaedre et du dodecaedre 
requliers. Il presente 60 aspects semblables. Il existe un systöme d’elöments 
I2 fois repetes, un autre d’elements 20 fois repetes, enfin un systeme d’elements 
ou daretes 30 fois röpetes. Tous les autres elements ou aretes sont 60 fois 


repetes. 
vl. 
Demonstration d’un dernier theor@me. 


Soient P un polyedre quelconque,. o un point quelconque de l"espace. 
Imaginons une surlace fermee quelconque, une sphere par exemple. tracee 
autour du point o comme centre. Projetons les divers points du polyedre 
sur la sphere par des rayons parlant de o. Les ardtes se projetteront suivanl 
des arcs de cercle, qui formeront sur la surface de la sphere un reseau 
representalif du polyedre. 

Reeiproquement, considerons un reseau quelconque trace sur la sphere 
et tel que le nombre des arcs de cercle qui se croisent a chaque sommel 
soit de trois au moins. Il existera evidemment une infinite de polyedres ä 
faces planes ou gauches, se projetant sur ce reseau. 

Nous pourrons transporter aux reseaux eux-memes la nolion des 
aspects, que nous avions elablie pour les polyedres. Le probleme que nous 
venons de resoudre se confond done avec celui de la symetrie des reseaux 
traces sur la sphere. 

Cela pose, il nous sera aise de demontrer le theoreme suivant: 

Theoreme. Si un polyedre eulerien est pareil a lui-meme sous 
plusieurs aspects differents, on pourra loujours construire un polyedre pareil 
a celui-la, et exactement superposable a lui-meme sous ces divers aspects. 

Pour le demontrer, il faudrait considerer successivemen! les diverses 
sortes de symelrie que nous avons etudiees. La marche ä suivre etant Ires - 
simple, il nous suffira d’examiner un seul cas, pris parmi les plus compliques. 

Considerons un polyedre P derive dun telraedre, et presentant 12 
aspects semblables, deux systemes delements d’espece quadruple, un element 
ou une arete d’espece sextuple: tous les autres elant 12 fois repeles. 

Supposons d’abord que parmi les deux systemes d’elements quadruples, 
un au moins soit un systeme de sommels, a, a, &. @;. 
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Prenons une sphere queleonque: soient &, &,. %,. a, les quatre sommets 
d’un telraedre regulier inserit: joignons-les deux ä deux par des arcs de 
‘grand cercle. Imaginons ensuite que le reseau forme par ces six arcs se 
deplace a la surface de la sphere: il existe 12 positions differentes dans 
lesquelles la situation du reseau coincidera identiquement avec sa situation 
primitive. Car on peut amener a la place occupee primitivement par «@ un 
queleonque des quatre sommels &, @&,. %. @,, puis amener l'un quelconque 
des trois arcs qui se coupent en ce sommet dans la position occupee pri- 
milivement par oo,: cette coincidence etablie entrainera evidemment celle de 
tout le reseau. 

Un point de la sphere suppose invariablement lie au reseau occupera 
en general 12 positions differentes lorsquon fera coincider de toutes les 
manieres possibles le reseau avec sa situation primitive. Ces 12 positions 
se reduiront a 6 distinetes pour les points milieux des arces oa, ete. ...; 
‚ar chacun de ces arcs coincide avec lui-m&me dans deux positions differentes 
du reseau. Elles se reduiront ä quatre distinetes pour le centre de chacun 
des quatre triangles spheriques &quilateraux @0,m., M0,0;,, M0,0;, 0,050; 
chacun de ces triangles coincidant avec lui-meme dans trois positions diffe- 
rentes du reseau. 

Cela pose, elablissons par la pensee une correspondance entre les 
quatre sommels a, a,, 4, a, el les quatre points a, o&,. %,, @, situes sur la 
sphere. Soil maintenant 5 un sommet quelconque du polyedre ?. Il y aura 


en general 12 sommets b, b’ ... pareils a b. Nous prendrons pour cor- 
respondre a b un point 5 choisi arbitrairement sur la sphere et pour correspondre 
ab, b" ... les positions 5’, 9" que prend successivement le point ? lors- 


qu’on fait coineider le reseau spherique avec lui-meme de toutes les manieres 
possibles. 

On sait quiil existe dans P outre les a, a,. a,. a, un autre systeme 
d’elements d’espece quadruple. Si cet element est un sommet ce, on prendra 
pour correspondants de ce et de ses homologues les centres des triangles 


spheriques,. 7 ... ete. Il existe en outre dans P un element ou une arete 
d’espece sextuple. Si c'est un sommel e, on prendra pour correspondre a e 
et a ses homologues les milieux & etc. des six arcs aa. ... etc. 


Soient maintenant / une aröte quelconque du polyedre P, m et n les 
sommels qu’elle joint, « et v les points correspondants de la sphere: nous 
les joindrons par un arc de cercle A qui sera le correspondant de A. 
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L’ensemble de ces arcs de cercle formera un reseau spherique o qui 
en verlu de sa construction, sera d’une part superposable a lui-meme dans 
12 positions differentes et d’autre part &videmment pareil a P. 

Imaginons maintenant des rayons vecteurs menes du centre de la sphere 
a tous les points de sa surface et specialement a ceux du reseau: prenons 
sur chacun de ces rayons vecleurs une longueur arbitraire, mais qui pourtant 
soit la meme pour les 12 rayons aboulissant a un systeme de points homo- 
logues. Nous obtiendrons &videmmen! un polyedre P, pareil a P, et super- 
posable ä lui-möme dans 12 positions dilferentes. 

Soit maintenant P’ un polyedre derive egalement du tetraedre, et ou 
tous les elements d’espece quadruple soient des faces. Soit P le polyedre 
polaire de P’: les elements quadruples y seront des sommels: soient o le reseau 
spherique correspondant a PP, determine comme precedemment, 0° le reseau 
polaire de o sur la sphere: il sera a la fois pareil a P’, et superposable ä 
lui-meme dans 12 positions differentes: on en deduira un polyedre P’ jouissan! 
des m&mes proprieles. 

Dans la construction que nous venons diindiquer, presque tout est laisse 
a larbitraire: il est done exträmement probable que parmi la grande variete 
de polyedres que nous pourrons obtenir, il y en aura dont les faces son! 
planes. Mais la demonstration rigoureuse de celite proposilion ne presente 
aucune utilite serieuse. 


VIH. 
R es um 


Recapitulant tout ce qui pr&cede, on obtient definitivement les theoremes 
suivanls: 

Theoreme I. 

Etant donne un polyedre eulerien tel que ses diverses parties se pre- 
sentent dans le meme ordre lorsquon le considere successivement sous plu- 
sieurs aspects differents, on pourra toujours trouver une infinite de polyedres 
a faces planes ou gauches, pareils a celui-la, et exactement superposables a 
eux-memes sous ces memes aspects. 

Theoreme Il. 

Les divers cas qui pourront se presenter sont les suivants: 

1°. Symetrie par rotation. Solides presentant a chacune de leurs 
extremites un element unique de son espece: tous les autres elements et toutes 
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les aretes elant repetes un nombre de fois determine k: k lignes geodesiques 
pareilles Iracees entre les elements exträmes ne se renconlreront en aucun 
point intermediaire et decouperont la surface du polyedre en k regions 
pareilles ($. 1). 

Dans le cas partieulier on k—=?2, lun des elements extremes ($. U) 
ou tous les deux ($. VI) a la fois, peuvent etre remplaces par des aretes., 
ce qui donne deux genres particuliers de symetrie que nous appellerons: 

II. Symetrie par rolaltion et retournement, 


III. Symetrie par rotation. 

IV‘. Symetrie par rolation el renversement: 

Ces solides presentent: 

I. Deux elements pareils E, E’ seuls de leur espece, et doues d'une 
symetrie de rotation dont Üordre k peut etre quelconque. 

2. Deux aulres systemes d’elements ou d’aretes remarquables, com- 
poses chacun, soit de k elements doues d’une symetrie de rotation binaire, soil 
de k areles douees de la symetrie de retournement. 

Tous les autres elements ou aretes sont 2k fois repeltes. 

V". Dans le cas particulier oü k= 2 les elements extremes peuvent 
etre remplaces par deux areles pareilles. Si en outre chacun des deux autres 
systemes remarquables est forme par des areles avec symelrie de retournement, 
nous avons un genre special de symelrie, auquel nous pourrons donner le nom 
de symelrie par relournement et renversement. Les solides doues 
de cette symelrie sont pareils a euxc-memes sous qualtre aspects differents: 
ils presentent trois systemes de deux areles pareilles entre elles: toutes les 
aulres arcles et tous les elements etant quatre fois repetes ($. V]). 

In dehors des types precedents, il en existe trois autres, derives des 
polyedres requliers par le procede suivant: 

Prenons un polyedre pareil a Uun des polyedres reguliers: remplagons 
ses areles par des lignes polygonales queleonques, ou plus generalement par 
des fuseaux presentant une symelrie binaire par retournement: ses faces par 
des ealoltes polyedriques, presentant une symetrie par rotation dont lordre 
soit egal au nombre des cötes de la face: (ces calottes pouvant se reduire a 
de simples points) nous aurons reconstitue ainsi, ou les polyedres cherches, ou 
leurs polaires ($. Vl). 

On obtient ainsi trois types differents: 


; 
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VI. Symetrie tötraedrique. es solides ou leurs polaires peuvent 
eire consideres comme derives de deux tetraedres differents. Ils presentent 
douze aspects semblables: deux systemes d’elements d’espece quadruple et um 
systeme d’elements ou d’aretes d’espece sextuple. Tous les autres elements ou 
aretes sont douze fois repetes. 

VI. Symetrie cuboctaedrique. es solides, ou leurs polaires 
peuvent elre consideres comme derives, soit d'un polyedre pareil au cube, soil 
dum polyedre pareil a l'octaedre requlier. Ils presentent 24 aspecis sem- 
blables: un systeme d’elements sextuple, un autre d’espece octuple, et un 
systeme d’elements ou d’arctes d’espece dodecuple: tous les autres elements ou 
aretes sont 24 fois repetes. 

VII. Symetrie icosidodecaedrique. Ües solides ou leurs po- 
laires, peuvent elre consideres comme deriees soit d'un icosaedre pareil au 
regulier, soit d’un dodecaedre pareil au regulier. Ils presentent 60 «aspects 
semblables: un systeme d’elements d’espece dodecuple, un autre systeme d'ele- 
ments 20 fois repetes, et un systeme d’elöements ou d’aretes 30 fois repetes: 


tous les autres elements ou areles sont 60 fois repetes. 


IX. 
Classification des polyedres. 

Les prineipes preceedents permettent detablir les grandes divisions 
de la classification naturelle des polyedres euleriens. En eflet, l’etude que 
nous venons de faire est celle de leurs caracteres les plus abstraits. Nous 
avons neglige non seulement les relations de grandeur des diverses faces. 
mais m&me leur position dans l'espace. pour nous allacher exelusivemen! 
aux rapports de succession. Les caracteres Irouves sont done les plus 
abstraits de tous, et ceux qui doivent fournir les premieres bases de la 
classification. 

On distingue assez habituellement les polyedres par le nombre de 
leurs faces. Ce mode de classement est vicieux. Car on separe les uns des 
autres des le debut deux polyedres polaires reciproques, qui ont pourlanl 
entre eux de grandes analogies. D’ailleurs on voit, par la loi de polarite, 
que la classification d’apres le nombre des sommets serait aussi rationnelle que 
lautre: donc aucune d’elles ne lest. 

C'est d’apres le nombre de leurs aretes que l’on devra classer les 
polyedres: et les polyedres a n aretes seront classes d’apres leur degre de 

Br 
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symetrie. ]l y aura 9 classes en tout, y compris celle qui est completement 
dissymetrique. 

La nature des elements les moins repetes, et leurs distances mutuelles, 
permettent d’etablir assez facilement des subdivisions dans ces classes. 

Prenons pour exemple les classes 1, 6 et 7. 

Classe I. Elle se divise en trois familles suivant que les deux 
elements uniques autour desquels a lieu la rotation sont deux sommets, deux 
faces. ou un sommet et une face. La premiere famille est polaire de la 
seconde. La troisieme est sa propre polaire. 

Chacune de ces familles se subdivise en genres suivant llordre %k de 
la rolation. Ce nombre devant diviser le nombre A des aretes, le nombre 
des genres sera ainsi limite. 

Enfin chaque genre se subdivise a son tour en especes, caracterisees 
par la distance des deux elements autour desquels a lieu la rotation. 

Quoique le nombre des faces soit un caractere facile a reconnaitre, 
il me semble constituer entre deux polyedres une difference moins essentielle 
que les deux qui precedent. Il servirait a decomposer l’espece en varietes. 

Classe VI. On a deux systemes d’elements quadruples, et dans 
cerlains cas un systeme d’ elements sextuples, remplac& dans d’autres cas par 
un systeme d’aretes. Cette difference fondamentale constituera deux ordres. 

1" Ordre. Lelement sextuple peut etre face ou sommet. Les 
elements quadruples peuvent &tre des faces, des sommets, ou les uns des faces, 
et les autres des sommets. Il y a done six combinaisons possibles, et partant 
six familles. 

2°“ Ordre. Pas d’elöment sextuple. Il existe trois familles, ca- 
racterisees par la nature des elements quadruples: une de ces familles est 
sa propre polaire. 

La symetrie &tant toujours d’ordre 24, chaque famille est formee d’un 
seul genre. Elle pourra se subdiviser en especes suivant la distance mutuelle 
des elements quadruples pareils. Mais ici se presente une certaine ambiguite 
due ä la coexistence de deux systemes d’elements quadruples. Les uns sont 
a la distance d les uns des autres, les autres a la distance d’. Ces deux 
distances d, d’ devront done concourir toutes deux a caracleriser l’espece. 

Enfin on sait que les lignes g&eodesiques homologues A etc. menees 
entre ces sommels, et qui ne se traversent pas mutuellement, peuvent se con- 
fondre deux ä deux en tout ou partie de leur etendue. La longueur des 
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trongons dans lesquels elles se confondent pourrait servir ä partager chaque 
espece en varietes. 

Classe VII. Il existe un systeme d’elements sextuples, un autre 
d’elöments octuples, et parfois un systeme d’el&ments dodeeuples: la division 


en ordres, familles etc. ... se fait d’apres les m&mes prineipes que pour la 
6°“ elasse. Mais comme on doit distinguer le cas oü l’on a un sommet sex- 


tuple et une face octuple de celui d’une face sextuple et d’un sommet octuple. 
le nombre total des familles s’elevera a 8 dans le 1” ordre, et a 4 dans le 
second. 

Quant a la grande classe dissymetrique, elle parait exiger, pour eire 
subdivisee en ordres, familles et genres, des principes tout nouveaux. 


Chälon sur Saöne 1865. 
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Resume de recherches sur la symetrie des 
polyedres non euleriens, 
(Par M. Camille Jordan & Chälon s. Saöne.) 


Une surface sera dite d’espece (m, ») si elle est limit6e par m con- 
tours fermes et si l’on peut d’autre part y lracer » contours fermes ne se cou- 
panl! eux-memes ni mutuellement, sans la parlager en deux regions distincles. 

L’importance des deux paramelres m el n ressort des proposilions sui- 
vantes: 

I. Une surface d’espece (m,n) est m+2n fois continue (zusammen- 
hängend). en donnant a ce terme la m&me definition que M. Riemann (tome 54 
de ce Journal). On doit excepter le cas ou m =0: la surface est alors non 
plus 2» fois, mais 2»+1 fois continue. 

2. Tout eontour trace sur une surface d’espece (m, ») peut elre r6- 
duit par une deformation progressive a une combinaison de cerlains contours 
simples. en nombre m -+-2n. 

3. Pour que deux surfaces flexibles ei extensibles a volonte soien! 
applicables une sur T’autre, il faut et il suffit qu’elles soient de m&me espece. 

4°. On a dans toute surface polyedrique d’espece (m, ») entre le nombre 
F des faces, celui S des sommels et celui A des areles, la relation 

F-S = A+2 —m-— 2n 
quı nest autre que le theoreme d’Euler gencralise. 

En posant m= 0 et faisant varier », on aura les diverses especes de 
polvedres fermes. 

Les polyedres de l’espece (0.0) ne sont aulres que ceux que jai ap- 
peles euleriens dans le memoire precedent. Le probleme de la symetrie se 
pose d’une maniere analogue dans les autres especes de polyedres: mais 
les resultats obtenus sont essentiellement differents d’une espece a l’autre. 

Prenons par exemple les poly&dres de l'espece (0, 1). (Un polyedre 
presentant l’aspect general d’un tore appartiendrait ä cetle espece). Il resulte 
de mon analyse que ces polyedres peuvent offrir trois sortes differentes de 


symetrie. 
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1’. Symetrie mn»-quaternaire. Polyedres offrant deux svstemes 
distinels de mn elements A rolalion quaternaire et un systeme de 2mn elements 
a rotation binaire (ou d’aretes a relournement). Les autres ölömenis et arctes 
sont Amm fois repetes. Les entiers m et n peuvent etre quelcongqnes, saul 
cette restriclion que si Fun d’eux se reduit a lunite, lautre doit se reduire 
a1, oua2. 

2°. Symetrie mn-binaire. Polyedres oflrant qualtre svslemes 
distinets de mn elements a rolation binaire, (chacun de ces systemes pouvant eire 
remplace par un systeme d’aretes a relournement). Les autres elements et aretes 
sont Zmn fois repeles. Les enliers m et » sont absolument quelconques. 

3. Symelrie mn-aire. Polyedres presentant m» aspeels sem- 
blables: chaque element ou ardte etani mn fois repele. Les enliers m el u 
sont quelconques. 

Dans les trois cas eci-dessus, les enliers m et » pouvanl eire pris aussi 
grands que l'on veul, on peut loujours construire un polyedre de l’espece (0, I 
qui soit pareil aA lui-meme sous un nombre d’aspeets qui depasse toute limite 
assignee a priori. La me&me eirconstance se presenlait pour les polyedres 
euleriens, qui sont susceplibles d’ollrir une symetrie de rotation dont Fordre 
reste arbilraire. Mais il est digne de remarque que les polyedres appartenan! 
a ces deux especes sont les seuls polyedres fermes qui jouissent de ceite 
propriele: cela resulte de la proposition suivante: 

Theoreme. Le nombre K des aspects sous lesquels un polyedr: 
despece (Ö,n) peut etre pareil ü lni-meme est necessairement limite, sin | 

La demonstration de celle proposition generale est assez delicate: en 
voici Vabrege. 

On peut supposer quaucune face du polyedre considere n’est sa propre 
homologue sous plusieurs aspeels differents: car si cela avait lieu, on pourrail 
prendre un point dans liinterieur de la face et le joindre aux divers sommels 
de son conlour, de maniere ä remplacer la face par un systeme de facetles 
triangulaires: en operant de m&me sur les faces semblables, on aura un 
nouveau polyedre d’espece (0, ») jouissant des m&mes symölries. et ol aucune 
lace ne sera sa propre homologue: on pourra etudier ce polyedre au lieu 
du primitif. 

Cela pose, soient f une face, fi» fs, -.. les faces pareilles: sil en 
existe d’autres, l’une d’elles, g, sera conligue suivant une arete ä lune des 
precedentes, ä f par exemple: ses homologues g,, 9, . . . sont respeclivemen! 
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contigues ä fi,» fh ete. .... Si le polyedre contient d’autres faces, l’une 
d’elles » est contigue suivant une arete a quelqu’une des precedentes, a g par 


exemple: ses homologues h,, A, ... seront respectivement contigues A gı. 
9% ... etc. Om peut Epuiser ainsi toutes les faces du polyedre: alors les 
faces f, 9, h ... etc. d’une part, f» 91 Aı -.. etc., > 9, Ir ... elc., 


d’autre part, forment des regions R, R,, R, ... pareilles entre elles, en 
nombre K, et qui par leur reunion constituent le polyedre. 
Supposons que chacune de ces regions soit de l’espece (u 


‚v). Soient 


F, S. A les nombres des faces, sommets et ar@tes de chacune d’elles: on a: 
F+S = A+?— u—?r 
ou en ajoutant les r6sultats relatifs aux K faces 
1.) KF+KS = KA+(R2— u-—?v)K. 

Soient F', S’, A’ les nombres des faces, sommets et aretes du polyedre: 
on aF'=KF. D'autre part toute arete contenue sur le contour d’une region 
se trouve sur celui d’une autre region: elle est par suite comptee deux fois 
dans KA: on a donc en designant par «@ le nombre des aretes situees sur le 
contour de R 

KA= A-+toK. 

Enfin les sommels situes sur le contour de AR sont tous situes sur 
le contour de deux ou dun plus grand nombre de regions: soit en general 
7; le nombre de ceux qui sont situes sur A regions: on aura: 


‚ \ PR 4-1, 
KS = S+(1B+3B4+-+ I Bı)K. 





Substituant ces valeurs dans (1.) il vient 


\ ‘ A} DD 2 —1 Al Yr ’ ‘ ‘ 
(2.) (2-0 + 1a—4,— 1 ß2...)K= F+S-A=2— 2n. 


Dans chacun des contours qui bordent AR le nombre des aretes est 
egal au .nombre des sommels: on aurait done en additionnant les resultats 
relatifs a ces divers contours 


an I | f | ı | 
U 2 PatPst'"tPpıTt 


si ces contours ne se touchaient nulle part: mais si 7, sommels appartiennen! 
a deux des contours limites, 7; ä trois d’entre eux etc. ... on aura plus 
veneralement 


= B+Bte three trat +ls-1)7- 
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Diautre pari les diverses faces de A celant contigues enire elles 
suivant des areles, on peut passer d’un point queleonque de R ä un aulre sans 
toucher les contours limites. Si done on suppose la continuite de AR detruite 


aux sommels ou les contours se rejoignenl, c ce qui demandera y2y,1 (5-1 ' 
transversales infiniment peliles. /t restera encore dune BUN piece: d’ou la 
relation 

u+ar > p+2y + +(s-1)y,+ +1. 
Posons 

u+2v—y—Ry— + —(s-1)1,—-1 = 9: 


l'equation (e) deviendr: 








3 Kpes: 1 u PR ww Va 3, K 2n—2 
3.) m +g+4 ot ..— 5) BED ERET TR 2, Pi i N >. 
% ‚ ' | a N + . ...n 
Cela pose, +43 +++ — —. N etant un entier posilif ou nul. 
Si N>2 le de K est — 4: done la valeur de KA 


donnee par l’equation (3.) ne peut depasser 2(2n—2). 
Si N=2, le multiplicateur de K est egal i 


h—2 FERNE nn 
a 3 IA — DE; I\=— 1. 
sie a ar Aa st tPßr) 6° 
‚ar on ne peut avoir a la fois 5, =0, ... A, =0, ce qui donnerait 2n—2 = 0 
ou »—=1, cas rejel@ de nos hypotheses. On aura done KZ6(2n—2). 


Enfin ss N=1, ou =0, l’equation (3.) donnera 











2 +9, ++ Pß} ’ ; 
N | on + Pr —1ß, ee a = 2n—?R. 
by) . . . „ mn N— 2 N Ps; = Er + 0} he) 
Dailleurs le multiplicateur de K est —_ —,-+ z : dautre 


part, pour que Ä soit entier et >1, il faut que ce multiplicateur ne depasse pas 
»—1: on a done +"+P;...<6r —3N+1, limite que nous designerons par MH. 


Or soit donne en general un systeme de solutions entieres de l’equation 


(4.) ET VEN 


+ 
jointe a linegalite 
Pt +Pr << NM, 
et designons par f;,, Pi}, -.. celles des inconnues / qui ne sont pas nulles: 
on peut assigner une limite superieure a chacun des indices A,, 4 
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2) . - . . . 1 1 q ) J 
Car soit A, le plus petit de ces indices: posons At. Pt = ., 
1 2 
) . ‚ ‚ ‚ . ‚ . . er A 
cette fraclion etant supposee reduite a sa plus simple expression, ainsi que  % 





Lig __ Lbe 
aqy—bp ae—dp 





On aura (— un K-LdauÄ- ,„ en posant b= dd, q=e0, 


0 elant le plus grand commun diviseur de b et de g. 
Il etant entier, ae—dp divise Lbe: mais il est premier a e: done il 
divise Lb: on a done ae—dp = Lb ou en multipliant par d, 


un se 2 b  , } „tt. _M 
aq—bp = Lbd = Lb’. Mais E.  — 7. Piz — 
un en q Ei 1. A. 


i 





- x Pen A L 
dou g> pP: done enlin 





ab, —yr2 

( m —b)p — Lb', 

" n . A 4 ’ > \ 
dou 4, <- RR. ns — (18 +5). 


Gi 





. 
De 


La quantit& 4, etant ainsi limitee, de m@me que /,, qui est au plus 


1 : ’ 
egal a M, Ph, ne sera susceptible que dun nombre fini de valeurs: prenons 
£ 


i : a 1 a’ 
une delles a volonte et posons a =: on aura 
) 
l 





7 DR — L 
"3 
AVEet 
’) ) Pi / . 
U a M—P,; 


on en conelut comme tout a l’'heure l’inegalite 
a M— / ) 
ee), 


/, est ainsi limite, de meme que /;,: on reconnait de meme que 4, ele. 
sont limites. 
r . x . > - - > IA} I 4 alıncı » RR 
lous les entiers A, A, 4... Pius Piss Pi, ; ; , elant ainsi ren 


a 1 | 
— — — I) —-—-Din::. 
az Kai San 


lermes dans certaines limites, le multiplicateur de K, 
n est susceptible que d’un nombre limite de valeurs: en les substistuant suc- 
cessivement dans l’@quation (4.), on aura les valeurs correspondantes de K, 
en nombre limite. 

La consideration des aspects peut s’etendre aux surfaces polyedriques 


non fermees: soit P une semblable surface, d’espece (m, n): ajoutons-y m faces 
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auxiliaires ayant respectivement pour contour les m contours limites de P. 
on aura une nouvelle surface Q d’espece (O,n): et si P est pareil ä lui- 
meme sous plusieurs aspects, Q le sera sous ces memes aspects: et de plus 
les m faces auxiliaires seront leurs propres homologues sous tous ces aspects. 

Si l’on veut que P soit pareil a lui-meme sous un nombre d’aspects 
ıllimite, X, il en sera de meme de Q: done » <2 comme on vient de le 
voir. D’ailleurs on ne peut avoir n=1, car dans ce cas aucun element de Q 
ne pouvant &tre doue d’une rotation plus que quaternaire, les m faces auxi- 
liaires ne peuvent etre leurs propres homologues sous plus de 4m aspects: 
dou KZ4m. Enfin si a=0, comme tous les elements de Q, excepte un. 
ou deux au plus. ne peuvent &tre leurs propres homologues que sous un 
nombre limite d’aspeets, eing au plus, on ne peut avoir m > 2: car sim=3 
une au moins des trois faces auxiliaires ne pourrait etre son homologue sous 
plus de cing aspects et par suite aurait au moins 4K homologues_ distinctes 
relativement aux K aspects consideres.. On aurait done m — 4K, dioü 
KZ=5m;K serait done limite. 

Ainsi les seules surfaces polyedriques qui puissent tre pareilles a 
elles-memes sous un nombre illimite d’aspects sont (avec celles des especes 
(0.0) et (0,1) deja trouvees) celles des especes (1,0) et (2.0). 


Chälon sur Saöne 1866. 


12 * 
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Bestimmung von dig5(0,0,...0) durch die 
Classenmoduln. 


(Von Herrn J. Thomae zu Laucha a. d. Unstrut.) 


In der „Theorie der Abe/schen Functionen* $. 25 *) zeigt Riemann. 
dass Ig9 \8,. 0, ... ©,) durch eine Summe von 7 -Functionen und Ig9\0,0,... 0 
ausgedrückt werden kann. Zur Bestimmung letzterer Grösse durch die Classen- 
moduln kann man gelangen. indem man in der Gleichung 
ole’# 


(2) 
die$ = 2... — — da 
1 


‘ 
uu 
Olyu 


die Differentialeoeflieienten durch Integrale algebraischer Funelionen ausdrückt. 
Bei der hier folgenden Ausführung dieser Rechnung ist die Riemannsche 
Bezeichnung überall unverändert beibehalten. Zur grösseren Bequemlichkeit 
selzen wir noch voraus, dass ausser den sich aufhebenden Verzweigungspunkten 
nur einfache in T vorkommen, deren keiner mit einem unendlich fernen 


Punkte zusammenfälltl. Mit A,. 5. 4, ... bezeichnen wir diese. die wir 


alle als willkürliche betrachten. obschon es hinreicht, 39 — 3, die Classen- 
moduln. als solche zu betrachten, — so dass 3= #4, nicht alle übereinander 
liegenden Punkte von T, sondern eben nur den über 3=%, befindlichen Ver- 
zweigungspunkt bedeutet. Wir schicken noch eine Bemerkung über die Dilfe- 
renliation nach den Verzweigungswerthen voraus. Eine beliebige einwerthige 


Funelion s in T ist eine Wurzel einer Gleichung G(s,z)=0 und daher 





ds oGr cG . . . . . 
2 u 1 Hieraus erhellt von selbst die Einwerthiekeit von 
{ R ORu Os 
ds . rn ar ZT + Y . D 
4% l. Für 3= x werden Zähler und Nenner in gleicher Ordnung un- 
(iR j 

| i . ds I; ee . 0@ . lien 
endlich gross, also bleibt —— endlich. Für s= x wird aber — vom »—?2 

j dh, os. 
x a u ) o@ ‚ 
(‚rade unendlich. wenn @ in Bezug auf s vom »'" Grade ist. ar — aber ist 
IR u 


. ’» . 2 ü f ° “ ’ 1] zn . u . .. ni % ng | N a |: a ds |: e r 
in Bezug auf s im allgemeinen von einem höheren Grade. so dass qp > da wos 
7 


*) Bd. 54, p. 151 dieses Journals, auch in besonderem Abdruck, Berlin beı 
Reimer 1857, p. 21. 
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unendlich wird, im allgemeinen auch unendlich wird, aber niemals von einer 


höhern als der zweiten Ordnung. Ausserdem kann nur noch da, wo 


ds 
dk, 
0G ar . . " u; 

—— Null wird, also in allen Verzweigungspunkten, unendlich werden. Die sich 


Os 
nicht aufhebenden sind unabhängige von einander, und daher kann olfenbar 
ds er 
rt Bu} nicht unendlich werden. wenn %, von 4, verschieden ist. in 
UR ;; j 

ds 


welchem Falle => für z=4, um eine um 1 höhere Ordnung x wird als 
UN . 
ds 


s, oder wenn nicht s für = %, unendlich wird, in welchem Falle j)_ wie 


s für z3= %, unendlich wird. In den sich nieht aufhebenden Verzweigungs- 


& oG r 2“ Mr ' 7 ds Ps 
- und oleichzeitie verschwinden. bleibt — endlich. wenn 
O3 GB ” = dk,, 





punkten. wo 


dort s endlich ist. Denn ist dort s=e, 3=L[L, so ist 


| KO — — 00 — 096 — — 
ne See ee 20 nael Aral irre Aueh, 2 Kae u lv ae Dad DE el T 
ki; o8 OS 0% b O3 5 1 
* er 0oG 0oG ds . 
aus welcher Form unsere Behauptung über — ach Tale sofort erhellt. 
e OR, Os UR ,, 


Bei unseren ferneren Untersuchungen liegt die Zerschneidung der 
Fläche T in eine einfach zusammenhängende T’ zu Grunde, wie sie Aliemann 
($. 15, p. 143) angiebt, und die Verzweigung von T ist durch die Gleichung 


Fis,z2)=0 gegeben. 


. » .. . u . . ’ ( N Z « 
Dillerentiiren wir das überall endliche Integral «, (s, z) = } ——(Z, 
4 
Cs 
welches am Querschnitt b,. den Periodieitätsmodul «,,., bei «,, den Periodieiläls- 


modul Null, bei «a, aber den Periodieitälsmodul i. hat, nach %,. was unter dem 


Integralzeichen geschieht, so finden wir mit Rücksicht auf die oben angege- 





du,(s,2 Ber et ’ en 
benen Regeln, dass 4 er ein Inieeral zweiter Galtune mit dem Periodiei- 
o öh, \ - 
e Od,,: 2 i a ’ 
tätsmodul —— am Schnitte b,, und dem Periodieitätsmodul O an jedem Schnitte 


ORu 


d,. A, ... sei und im Punkte z=%, unendlich gross erster Ordnung wird 


(Riemann, $. 4. p. 120). 


Ein Integral zweiter Gattung, welches als Function von z, im Punkte 


unendlich gross wird. bringt man daher leicht in 








e= (s,3) wie — 


€ 
[A| 


die Form 


f fi fi re x on, IE u. 5 DS, S, I; | (8,2 
1&5 (dıy Sı)$ = lu) u IB = 
- ORu X LIE ) 2 - S.WI(I$S,.23 


| 


D 
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worin = in p willkürlich gewählten Verzweigungspunkten, über die sich die 


Summation erstreckt, und im Punkt & unendlich gross erster Ordnung wird. 
Setzen wir 


vr 
v, = u,(8, 2)—S,u,(8,,3,). 
X 09 ©, 


OleFo, 0... 0,) 


, 
0% 
ER 





(1.) 


p 
= ,t 16; (8,5 3,)| * C, 


(Riemann, $. 25, p- 151), woraus folgt, dass te, (s,, z,)} bei b, den Periodi- 
211(8, 2) ” 





citätsmodul 





‚ oF 
sitzt. Für = %k, folgt hieraus, wenn K,, = lim (c,, se) 
. " WB 











oF 
os ae 
vesetzt wird: 
, 1 oO lg% 55 o 2 (8: Z ) 
\ x BR Bun. v 03 0 
2.) |) p,(2 = k,)= $, )% Rt, 
ı » 0%, oku 


woraus durch Vergleichung der Periodicitätsmoduln noch eine Relation ge- 
zogen wird, die da,,. durch dk,, dk, ... ausgedrückt liefert, nämlich 





(3.) Od: = 2y,.(3= k,):K 


Ok, Z 


(confer: Jacobi, fundam. nova, pag. 74). Man beweist noch leicht die Identität: 














1 Eee lim [ 2 el = 
(4) - - ‚‚zmR ee - er FR - — -- = . 
i S CO D. O2, Fi \ a ok. . 0%, - M os O2 


| s=hy 
cle# 


OÖ 
N 





Bestimmt man nun nach Riemanns Regeln, so findet man aus Glei- 


chung (1.): 









































clogd | ou, (8, ,2,) ou, (S,,2,) ou, (Sp52p) |:|Cu, Cu, cu, |+U, 
.—— nr “ n . a nr u vr . 
cv, | 02, 02, O2, 02,’ 02,’ O2y 
| ou, 
ou (8, +2 Ou.-1(8,>2,) Ouo-ı ($p>2p ) O2,” 
| 0-1 o-1\929 2) o-1\Pp>*p 
O3, j 03, ? MTDE O2, . . . . . 0} 
| 
—HE,,(52)) —U8,(53)) +. —t8p(85%)) ou, O%M 
nr vi. a he . . . . 
Oug+1l8,3,) OUg+1($2,2,) Ouo+1(Sp,3p)) | 9% ' 0%, 
02, R 03, hie O3, . 
| . . . . . . . . . “ u . . 
| ou (5,2) OU (5,2%) Ou,(Sp,2p)| |Ou, om Ouy 
03, i 02, SA 03» Os’ 08’ "0 





worin U von (s,z) unabhängig ist, aber von ($ı, 21) - - ($,, 3,) abhängt. 
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1. 
rıH#H 


Diese Gleichung differentiiren wir nach z, multiplieiren mit > und 
setzen 3=Ä,. Sodann wenden wir (4.) an. wodurch die rechte Seite den 
"actor K,, erhält. Für das willkürliche » wählen wir die Zahl o, welche 
auf der linken Seite vorkommt, dividiren mit X,, und summiren über 9 und 


erhalten so mit Rücksicht auf (3.): 
































ı 5 o’le% Olloot us BR... ou, ou, ou, | 
“0° 00,.O00gr ok, ok.,| 02, ’ 0,’ "0%, 
ou, on, ou, 
02, ° 0%, 02, 
ou, ou, ou, 
ap I Am y) E f £ Au 
02, O2, O2, 
u u u 
Wählen wir nun die Grössen (S1, 21), ($2, 22)» - - - (8,,2,) für jeden Ver- 
zweigungspunkt k, so, dass ©, ©%,...0,=0,0,...0 (Riemann, $. 16) und 


verstehen unter dem Functionszeichen ./ die Determinante. so ist: 


uU 





Eu / N : lo dou, (8... 2.) 
(5.) diogI(0,0,...0) = —I23 — | —— |ak 
e ” (u) ok, OR, Pr 


u 

worin beim Differentiiren nach %, der Punkt (s,., z,.) noch als unabhängig gilt. 
Pi 

Die Werthe (s,, z,) können durch rein algebraische Operationen „e- 


funden werden. Die p willkürlichen Constanten in g lassen sich, wie noth- 


wendig aus Riemann, $. 23, p. 147 folgt, so bestimmen, dass diese Function 


da, wo sie verschwindet, unendlich klein zweiter Ordnung wird ausser in den 


sich aufhebenden Windungspunkten. Diese Punkte seien 71. Y, - - - y.ı 
p—l pl pl 
Es ist dann (Riemann, $. 23, p. 147) =,u hr)» =,u(N,). ni <, un, 
4 pP p 


SS = ,3h,a,tagıin, <, In,a,+4gin,... <, ah,a,,+ 39,171; h,, g, ganze Zah- 


len. Sodann setzen wir 
pl 
v, = u,(s,2)—uw,(0, 6) -2&,u,(n.) 
1 


und drücken nach Fliemann, $.27, p. 154 


Pr 
Pl, vo — S,.ıh,a,, a 50, IT, ...) 
l 


un a 


pP 
— 3, ıh,v, 
1 


t 
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durch eine algebraische Function aus. Wird diese in den Punkten &,. &.... 
unendlich klein, so wird offenbar 


Fe 4 
(...50,(0,%) 2,4u,(8,), ...) = 0,0,...0. 


Setzen wir hier für (o,{) den Punkt k,, so werden &. &. ... &, die Punkte 


14 u u 
> | [ > A \ [ > pl \ 
(So 2. BE (Sau ”2 )e Be Sys “n)° 


Die Coellicienten von dh,, dkz,... sind daher ausser den in a, un, ... %, 
vorkommenden Constanten, — welche man durch den Multiplicationssatz der 
Determinanten aussondern kann, — algebraische Functionen der Verzweieungs- 
werthe. Für den Fall nur zweiwerthiger Functionen kann man diese Opera- 
tionen leicht ausführen, integriren und den constanten Factor von 9(0,0,...0) 
durch geeignete Annäherung der Verzweigungspunkte an einander vollständig 
bestimmen. wie dies von mir an einem anderen Orte bereits für p=?2 ge- 


schehen ist. 


Halle. im December 1865. 
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Ueber die Doppeltangenten an Curven 
vierter Ordnung. 
(Von Herrn @. Roch in Halle.) 


Di: zahlreichsien Resultate in Betreff dieses Gevenstandes sind von 
Steiner und von Hesse (beide Abhandlunsen im 49. Bande dieses Journals 
mitgelheilt worden. 

Macht man von den Sätzen Gebrauch. welche Riemann für die Dar- 
stellune algebraischer Funetionen durch 9- Funelionen gereben hal. oder auch. 
wendet man den algsebraischen Satz an. welcher den Geeensltand meiner 
Habilitationsdissertation bildet. so lassen sich die hier stattfindenden Verhält- 
nisse und Beziehungen sehr leicht übersehen. 

Ich werde im Verlaufe dieser Abhandlung von beiden Hülfsmitteln 
Gebrauch machen, dabei ARiemanns Abhandlung über Abelsche Funectionen kurz 
als „Abhdlg.* ceitiren, und die daseibst eingeführten Bezeichnungen benutzen. 

Wir werden sehen. wie das vorlieeende Problem dasselbe ist. wie 
dies. die Abelschen Funclionen für p =» zu entwickeln. 

Durch Anwendung des oben genannten algebraischen Salzes hal Riemann 
in seinen Vorlesungen die algebraischen Ausdrücke für die 28 Abelschen 
Functionen für p=3 vollständig entwickelt. unabhängig von ihrer Darstellung 
dureh 9-Functionen. Von dieser Ausführung mache ich im Foleenden niel} 
(Gebrauch. da es für diese Zwecke venüsel. die alleemeinsten Eieenschaften 
der Abelschen Functionen zu kennen. Ich bemerke schon jelzi. dass wenn 
yyp eine Abelsche Funetion (im Riemannschen Sinne). 9—=0 für unseren Fall 
die Gleichung einer Doppeltangente ist. 

Ich hoffe. dass auch diese Seite dieses geometrischen Problems. sein 
Zusammenhane mit der Umkehrung alsebraischer Inteerale. von Interesse 
sein wird. 

$. 1. 
Riemannsche Sätze; gerade und ungerade 4; Begriff der Abelschen Functionen. 

Für eine algebraische Gleichung F's.z) =0 gebe es p linear von 
einander unabhängige endlich bleibende Integrale » und 2» Querschnitte der 
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Fläche T: 


a)» (dh -":. (@) (b, 
(s. $. 19 d. Abhdle.). 
Die Integrale #,...w, lassen sich so bestimmen, dass «, an (a,) den 


Periodieitätsmodul -r, an den übrigen (a,) den Modul Null, an (b,) den Modul 
a,, hat. Dann ist (s. $. 20 d. Abhdle.) a,,= a, ,: 


Diese p Integrale mögen 











we ’p,(s, 2)dz PP (5; 2)dz 
l ur Oo F Lu u, RS nu OF _— 
« Pr v — 
OS oO$ 
sein. 

Seien Sı» &ı:..8n, 3, eine Anzahl Punkte in T, und «...«”” die 
Werthe der « in denselben. Die Punkte sollen dann auch öfters als Punkte 
W ...ua” bezeichnet werden. 

Seien €, ...e, irgend wie gegebene Zahlenwerthe, so lassen sich 


diese Grössen immer nur auf eine Weise schreiben: 


(rt No 
(@.) 

SEEN Ye =6, 
wenn nicht 9(2,—€,...u,—e,) identisch verschwindet für jeden Werth der 
den Integralen ,... «a, gemeinschaftlichen oberen Grenze; ist Letzteres nicht 
der Fall. so ist 9 eine Function dieser einen Grenze, oder des Punktes in 
der Fläche T, auf den sich die Werthe von «,...«, beziehen; % ist Null 
in den Punkten «... u). 


Die « können sich immer um Periodieitätsmoduln unterscheiden. ohne 
dass dieser Ort ein anderer zu sein braucht. Ueberschreitet der Ort mehrere 
Querschnitte, so ändern sich sämmtliche x um dieselben Vielfachen der Pe- 
riodieätsmoduln, wenn man, zum Ausgangspunkte zurückkehrend, die « stelig 


sich ändern liess; an die Stelle der Gleichungen (a.) müssen also die treten: 


oo (») . u 
Ta ee +4, -— k,ui+laıt' Hi,dh,y 7 Cı5> 
b. . . . . . . . . . . . . . [ 
| | (pP) ER } | » 
\ u, u“ Ten u U, r h,zi 4 I, 1 g; se 2 I, dp + C, b) 
wo hy...h,, Iı...t, ganze Zahlen. Diese Gleichungen schreiben wir kürzer 
\ / (p) zer (») . 
e3 (+. +% ...0,4°- I) En 


(s. $. 15 d. Abhdle.). 
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Betrachten wir nun den Quotienten 


Q,/ (-) Q,/ (m) u 
Fu, e...)Ulm, e re (u e . . 


() z 
(u, u ©; 


x 


’ \ / (2) n k (m) 
+) FU —C .) U —C, +. 


Derselbe bleibt (s. $. 17 und $. 22 d. Abhdle.) beim Ueberschreiten der \a,) 


ungeändert, erlangt aber an (b,) den Factor: 


] 


„+ 2, —e 


VJ 
Diese Eigenschaft, an den beiden Seiten eines Querschnittes Werthe zu haben, 
die sich um constante Factoren unterscheiden. behält O0 auch nach Multipli- 
cation mil 


hi u T . I k,, [Z } 
> N 1 ’ 
( 


In den mp Punkten, in denen der Zähler von Q verschwindet, mögen die « 
Werthe «'...«“”"”’ haben, und in den Nullpunkten des Nenners seien 9..." 
die Werthe der x». 


Nach dem Vorieen ist: 


/ Im m» 
( 0) ((g' N ’ ))) 
N d IE de” ER Zar un eo e,1 re, “ 
mp my 
v (v) y Jr) / ER | (m). „ ze 5 ‚(m)\\ 
pP , ((e,- & )-..l0, 1 KR 


gebrochne Zahlen, so kann man (s. $. 15 d. Abhdlg.) 


Bezeichnen die g und A 
nur auf eine Weise schreiben: 


l/ a a we Bi ai m > | Br ’ — ... \ | 
(le, te —cı Cr) ++. on % ep )} 


p / p ' 
: (4, mi Eh): (9,4 - h, a,.)]. 


Dann erlangt 


pP 
— 2 > hu 


R ).e | 


2h, m 


beim Ueberschreiten von ‘a,) den Factor e „ beim Ueberschreiten von (b,) 


‘%) : 
N “0, ;:» . » r . 
den Factor e””’” (in den betreffenden, auf anderem Wege hergeleitelen Re- 
sultaten des $. 26 d. Abhdlg. ist ein Druckfehler). 


Soll R rational sein. so müssen qg und Ah eanz. also 
J n 


mp (v) mp F p (v) y \ 
‚ ) ’ ) v U JR 

20r...Zalr) = (&hr...2p”) 
l l l I ; 


sein. Indem einige « und 3 zusammenfallen. kann die Anzahl der Nullpunkte 


jede. auch nicht durch p theilbare Zahl werden. 
13 * 
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Es giebt dies im Allgemeinen p von einander unabhängige Gleichungen, 
in Folge deren p der Nullpunkte & durch die übrigen « und die / bestimmt 
sind. Man kann so wieder beweisen. dass eine wie s verzweigle Function, 
die in « Punkten x wird, « —p-+1 Constante enthält. 

Bemerkenswerlhe Ausnahmelfälle hiervon werden uns noch in dieser 
Abhandlung begsernen. 

Anstait nun die Verzweierunesarl der aleebraischen Funclion s von 3 
durch die Fläche T darzustellen. können wir auch s und z als Coordinaten. 
F =0 als Gleichung einer Curve ansehen. 


Ist F#\s.z)=0 die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, so ist, 


« > 


wenn diese keinen Doppelpunkt hat, p=9. fls,3)=V( sei eine Curve m' 


Ordnung, dann ist f eine Function von s und z, welche in 4m Punkten der 


Fläche 7’ x wird, und zwar da, wo s=2=%x (s und z werden hier wie 
noch weiter erwähnt wird. gleichzeitig unendlich): die 4» Nullpunkte, oder 
die 4» Schnittpunkte von f=0 und F=0 sind daher durch Am — 3 von ihnen 
bestimmt. wie bekannt. 

Hat #F=0 einen Doppelpunkt,. so ist f nicht die allgemeinste Function, 
die ns=z x selbst x von m'” Ordnung wird. denn sie hat in den bei- 
den im Doppelpunkt vereinigten Punkten (den Werthenpaaren y, d nach $. 6 
d. Abhdlg.) gleiche Werthe. Dadurch wird der Widerspruch aufgehoben, der 
darin läge. dass beim Vorhandensein eines Doppelpunktes,. d.h. für p=2 
(s. $. 11) 4m —2 der Schnittpunkte willkürlich wären. 

\us Obigem folgt, dass eine rationale Function nicht als Quotient zweier 


3 oeschrieben werden kann. Sonst müssten 


) 


x 


pP 
ze &| 
l 


y 
sein. oder die « und > auf einander fallen. wenn nicht 9(«— 2a, identisch 


l 
Null ist. 
Sei () ein Quotient zweier 4, so ist der einfachste Fall der, dass die 


y und A den grössten Nenner 2 haben. Dann ist das Quadrat von 


Yy 
23h.u, 


R=0.e ' 


rational. also A eine Quadralwurzel einer rationalen Function; A hat dann an 
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ıı m. DB 2h, ti -2g,ni r 
(a,) und (b,) die Factoren e TAT ao +1 oder Il. Wir be- 
zeichnen nun 

h SE, , g, 56, , 


und nennen den Complex 
EN 
u 
die Charakteristik von A. Dieselbe kann einmal erhalten werden als Factoren- 


svsiem 
‚e,7u & ti 


) 


( ur 
das andere Mal durch die Summen der endlich bleibenden Inteorale über die 
Nullpunkte des Zählers und die Summen über die des Nenners. In letzterem 
Sinne kann man auch von Charakteristik der %-Function in Zähler und Nenner 
einzeln sprechen. Leicht ist die Charakteristik eines Productes mehrerer AR 
zu bilden. Die Charakteristik von Zt, sei 

» Ny 
ns! 
h 
R, 


( 4 %4 "n), 
er MN Ep Np 


ist hierin z.B. ,=n,=1, so darf für 8+7,=?2 in der Charakteristik O0 ge- 


so ist die von RR, oder von 


schrieben werden. Wir drücken dies kürzer auch so aus: nennen wir (&) die 
“ . . \ . R . 1 
Charakteristik von R, (n) die von R,. so hat R.R, oder R die Charakte- 


ristik (£+7) = (—n). 


In der Formel 


P 7 v 
’ v (v) ö a (vr) o . 
u — 3a, ...w—- a, ) —2 Thu, 
r 
ls BE - olv) a _ or) 
u (u, re Pı ... U, Ad p 


wollen wir die $-Funclionen einfacher 


v 
3u—-Sa) und Iu—ZEPp 
l l 


schreiben und u— 25 durch ® ersetzen: 


v 
— 2 ho > 
|. Pr lv, g, a — Shut u-- 


er 


ist von dem vorigen R nur um einen constanten Factor verschieden. 





| | 
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Die 9-Funclion des Zählers kann mit dem Exponentialfactor zu einer 
neuen allgemeineren 9-Function vereinigt werden. 
Der Exponeni nämlich 


y y v pP F 
y y f ‘ y / h; Be “ \ ‘ u 
= ZA, m,m,- 22, m.(%,—- 9, — &,h,a,,)-?<h,e, 
1 l 


des allgemeinen Gliedes dieser Reihe kann durch Zerlegung der zweiten 


Doppelsumme: 2>>m,h,a,, in 


pP P vv 
ae x 
rer h, Au» M, +2 - h,a,,m, 
in die Form gebracht werden: 
7 p p 
= - u 9 | Se h, / Mm, — h, ) a j 223 (mM, h, )O, Ei 22 M Ju 71, 
i 1 1 / 


welches nahezu die Form einer neuen $-Reihe ist, deren m,, m, aber 
sämmllich oder zum Theil gebrochene Zahlenwerthe durchlaufen. Fügt man 
zu dieser Reihe noch den Factor 


= uhr 


so entsteht die Form 
 % 2 | r 
= - \M,— h, m, —h,)a, y + 223 mM, —h,) ©. gu 718) 
"> l l l f 
und die Exponentialreihe, deren allgemeiner Exponent dies ist, soll durch 
Wi; €, Ep . fi \ \ 
va )(e) oder kürzer J(e)(v) 
KRRR ı\ | 
bezeichnet werden. 
. . e . . 00 a, 
Die ursprüngliche 9-Reihe ist speciell 95 9)(e):. Die Zahlen m,— 28, 
durchlaufen alle ganzzahligen oder um 4} davon verschiedenen Werthe. Wir 
haben. wenn wir diese Werthe wieder als m, bezeichnen, die #-Reihe jetzt 


in der Form 


” u 

% "e ı l 
—— 

I. 


Diese Reihe bleibt offenbar ungeändert, wenn sämmtliche m durch —m ersetzt 
werden. Man kann dies aber auch erreichen, indem man e, ... ©, in —®, ... —®, 


verwandelt und mii 


p p 
25 m,:,mi De, 8, 
P 1} —— P 1 


multiplieirt. Daraus folgt 
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4 
De,E 
-v, 7(0,...0,)e 


4 


zu 


I — ®, ? 


oder. die #-Function mit der Charakteristik (&) ist gerade oder ungerade. 
je nachdem 

Eee, 0 mod. 2 
oder 

PR ee er Il mod. 2. 
u . l . . . . . . 0 / 1 ' ON ° N 
Für p=1 ist (1) die einzige ungerade Charakteristik (4 » (0) (o) sind die 
geraden. 

Für p=?2 sind 


4 I 0\ 1 4? 5 yet ae 

1 0)> \1 1)? \1 0) \o 1)? \o 1)? \t 1) 

die 6 ungeraden, ausserdem giebt es 10 gerade. Die Gesammtzahl beider 
Arten ist immer 2”. Sei «, die Zahl der geraden, ‚5, die der ungeraden 
Charakteristiken; aus jeder der «, erhalten wir eines der /,,, durch An- 
2 1 ’ 2 v 
hängen von (j ,„ und eines der «, durch Anhängen von ,,,, oder ,; um- 


gekehrt bei /,: dies liefert die Gleichungen 


.) 22 N Be id) 
Pan = 9ß,+0,; 0... = 30,+Pß,, 
hieraus 
, ) } j > 
a, l 1 ?y +1 7 4 \ On + N ’ D 
.) . ‘ Mm 
G, } l y In } l — 2 &, / I 


Da «a, = 3. B, == 1. so komm! 
ı ‚ / l 
[84 - n ar 1 2 — 2 \ ar T | la 


" 
P—=4(2r —2P) = ar (ar —1 
Nach diesen Erörterungen über gerade und ungerade 3 benutzen wir 
wieder die alte Schreibweise für R, kürzen dieselbe aber ab. indem wir nicht 
den Exponentialfactor mit hinzuschreiben und auch statt der p Argumente nur 
eines ohne irgend einen Index hinschreiben. Wir schreiben also 


4 


3 u— a 


Soll R in p—1 Punkten Null werden, so hat es die Form 
y—i 
”(u— u"— Fa) 


BB: ie on 
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Dies kann eine Quadratwurzel eines rationalen Ausdruckes z. B. dann sein. wenn 


Pe n—1 
BEP. :-.:6B,) (0...0), 
ud | 
| l p—I 
DEE. u, (0...0). 
l l 


Wir haben z. B. in der ersten Gleichung die p—1 Punkte 3 zu bestimmen; sie 
genügen den p Gleichungen. die in dieser einen stecken und die Summen, 
über die p—1 Punkte doppelt ausgedehnt, sind Null. Diese p—1 Punkte 
sind daher solche, in denen eine Function g gleich 0° werden kann. Sollen 
nämlich durch p Gleichungen 


) ) > 


2p -P— 
(ZW... ZW 0....0) 


4 Pr? 

pt der 2p—2 Punkte als Function der übrigen bestimmt werden. so sind 
stets, wie ich in einer kleinen Abhandlung genauer ausführen werde, die 2p—2 
Punkte die. wo eine Function g gleich Null werden kann. In den jetzigen 
Gleichungen fallen die 2p—2 Punkte paarweise auf einander, also g ist in 
p—1 Punkten 0". 

Diese Systeme >e und IP genügen der Bedingung, dass die g und 
h den grössten Nenner 2 haben. In R müssen solche 9 eingeführt werden, 


das I(u—- u" —- Neo\—=0O für x—=xu: oder 
Ile), v=u-—-uW 


muss gleich Null sein für »=0: dieser Bedingung genügen unbedingt die un- 


oeraden 9%. Nun sei 9—=0° in den Punkten «, w— 0° in den Punkten P 
/ 


i v1 ds : i ; 
(auch v eine F unelion. So dass — 7 ein endlich bleibendes Inteo al). so 
Oo 
a aa 
Os 
( Mi 
muss AR ' sein. oder 
u 


‘ u ! ir y' \ 
(u — u — 230) m 


! > y 
”(u— wW— 59) 


l 
Die Constante A wird natürlich von der Lage des Punktes «u abhängen. 
Diese Quadratwurzeln yy, yw nennt Riemann Abelsche Functionen, und 
wir werden sehen 4=0, v=0 sind für unseren Fall die Doppeltangenten. 
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$. 2. 
Darstellung der Doppeltangenten durch $-Functionen. Berührung von Curven. 
Ein algebraischer Satz. 


Es sei F(s,z)=0 so beschaffen, dass kein Glied der Gleichung den 
vierten Grad übersteigt, F=0 auch, wie wir sagen wollen, von vierter Ord- 
nung. Dann kann man für s=3=x aus F=0 eine Gleichung herleiten. 


welche vier endliche Werthe von — liefert, s und z sind also gleichzeitig un- 
- 


r 'F . " . ‘ 
endlich. — wird für s=z=x selbst »°. also in 12 Punkten x'. 


’ OF OF 
daher keine Wurzeln von > =0, 


Fallen 





ER —=(0 auf einander. so ist v»—= 12 — 


2p+2n—2, mithin 
»p=12—-6. p=93, 

(s. $.7 d. Abhdlg.). 
Wir können uns nun, anstatt die Verzweigungsart der Function s von 
3 durch die Fläche T darzustellen, die Gleichung F(s,z)=0 als Gleichung 
einer Curve denken, s und z die Coordinaten eines Punktes einer Ebene. 
Wären 1. 2 oder 3 Doppelpunkte vorhanden, d. h. wäre für 1, 2 oder 3 
öF OF 


Werthenpaare von s und z: — = 
os 0% 





—=0, so würde sich p respective auf 


2. 1 oder O redueiren; mehr Doppelpunkte können also nicht da sein. ohne 
dass die Fläche T zerfällt, oder die Curve F=0 aus Theilen besteht *). 
Nehmen wir einen Doppelpunkt an, so lässt sich in der That zeigen, dass 
man auf den von Aosenhain untersuchten Fall kommt. 

Sind p=0, g=0 die Tangenten im Doppelpunkt. so kann F=0 in 
die Form gebracht werden: 


0=pg+ag+apg’+ap’g+a,p)+(bug’ + +b,p}). 
Dann ist =, nur in zwei Punkten der Fläche T x': es werde daher 


p= gr eingeführt; dann erhält man 


0= ++" +ar’)+gQ’(bu+-+b;r"). 





*) Man kann dies allgemein durchführen und findet so den Grund, warum das 
Maxımum der Anzahl von Doppelpunkten der Anzahl Punkten gleich ist, in denen 





i . . . " ’ n.n +3 
sich zwei Uurven C, immer noch schneiden müssen, die durch — 5 —1 Punkte 


gehen (s. Plücker, algebraische Curven, p. 216). 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 14 
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und hier ist Zr die Quadratwurzel einer Function, die nach r vom sechsten 
Grade ist, also p=2. 

Wir bleiben zunächst bei p=3 stehen. Solche Curven haben be- 
kanntlich 25 Doppeltangenten; dass so viele existiren müssen, werden wir 
auch hier sehen. 


r 


) oF ’ 
Alle endlich bleibenden Integrale haben, da 7, von dritter Ordnung 


as +bz-+c 
SF dz, 


n 
Os 


ist. die Form 





und sind daher augenscheinlich durch drei lineare ausdrückbar. Denken wir 
uns jelzt F(s,z)=0 als Gleichung einer Curve, s und 3 Coordinaten in einer 
Ebene. Dann sind = alle beliebigen. die Curve schneidenden Geraden. 


Seien «’... a“ die Werthe der « in den vier Schnittpunkten; dann müssen 
die Anfangswerthe der « so bestimmt werden, dass 
tet tet) = (0...0) 


s. $. 23 d. Abhdlg.). 
Seien 2=0, S=0 die Gleichungen zweier Doppeltangenten; dann 
fallen «...«'“ auf zwei Punkte zusammen, «', «” für x und 2’, 2" für £. 
Es muss daher 2(@-+«”)=0 und 2(#'+P")=0 sein, so dass 











i ( u — u" — a'— a") ) 
r = (<< —— 
”(u— u — 2'— BP") 
rational und zwar gleich — ist, oder 
> 
2 F N 
4. is Min + ee) 


E02 sw U - PM 
Die 4 in Zähler und Nenner müssen ungerade 9 sein, wenn man a— uw als 
Argument derselben betrachtet, damit I(a—u'—«'—e”) = 0 für w=w', und es 
giebt daher so viele Doppeltangenten, als es ungerade 9 giebt, d. h. 2°/2°—1) 
- 28 für p =3. 

Die Anzahl der Doppeltangenten (oder allgemein der Abelschen Fun- 
clionen) würde eine grössere sein, wenn auch gerade 9-Functionen 

I(e) (o) 

gleich Null sein könnten für # =. 

Istp=2, also ein Doppelpunkt vorhanden, so geben die Doppeltangenten 
nicht mehr Abelsche Functionen, da die Functionen p dann alle im Doppel- 
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punkte Null sein, also 9 =0 durch den Doppelpunkt gehende Geraden sein 
müssen. 

Ich werde am Schlusse dieser Abhandlung die Ausdrücke der Doppel- 
tangenten durch 9-Functionen geben. und den in meiner Habilitations- 
Dissertation für die Abelschen Functionen bewiesenen Satz auch auf solche 
Doppeltangenten ausdehnen, die nicht Abelsche Functionen geben (der Ausdruck 
sei erlaubt). 

Zu allgemeineren Formeln gelangt man durch die Untersuchung der 
in vier Punkten berührenden Kegelschnitte. Seien r=0, S=0 zwei Doppel- 
tangenten,. 9’... ihre Berührungspunkte. Seien «’'...«'Y vier andere, den 
drei Gleichungen Genüge leistende Punkte 


2 (+. +al’,...+--+olY) = (0,0, 0). 


Für die Summen «’'+---+ «'' sind dann 64 verschiedene Werthe möglich. nämlich 


, IV Wi ’ ti | dıı dı.3 
\at-+ei = ETER, TER 
oO 
ur ni a ! 
4; Je ‚43 3.1 d3.3 
++ = gt a a a 5 Ze 
-— 








Hier muss nun das eine System = = 8,3 =&, =: -"=&,=( abgerechne! 
werden, und man gelangt so in ganz ähnlicher Weise, wie Herr Clebsch gezeig! 
hat, zu dem Satze: durch jeden Punkt können 63 in ihm und noch 3 anderen 
Punkten berührende Kegelschnitte gelegt werden. 

Nehmen wir für den beliebigen Punkt einen Berührungspunkt einer 
Doppeltangente x, so müssen x’, x, etc. abgerechnet werden, S=0 eine be- 
liebige andere Doppeltangente; es bleiben daher 36 Kegelschnilte übrig: 

Durch jeden Berührungspunkt einer Doppeltangente gehen 36 Kegel- 
schnitte, die in ihm und noch 3 anderen Punkten berühren. 

Alle berührenden Kegelschnitte lassen sich demnach in 63 Gruppen 


einordnen; sind S,=0, S,=0 zwei einer Gruppe, so ist ya rational durch 
s und z ausdrückbar. | 
Es mögen «'...«'“ und f'...'Y die Berührungspunkte von 8, = 0 
und S,=0 sein. Dann ist 
/S, _ du uW—a— ea) Hlu— uW— a"— a) 
| ale Hu" — F-INIlUu—W— "— EN) 
eine rationale Function, die in vier Punkten x' wird. Sie enthält demnach 


4—3+1=2 Constante (s. $. 5 d. Abhdlg.). Legt man durch die P’... 
14 * 
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einen Kegelschnitt o, =0, so schneidet er noch in vier Punkten. Legen wir 
durch diese »=0, so enthält o, noch zwei Constanten und kann daher so be- 


stimmt werden, dass 


0, S, 


se 
,„ 15 








l 
Y 


x . . Ss 
Ebenso kann, wenn S, in dieselbe Gruppe gehört, ‚> gemacht wer- 
es 


0; 
oo 
den. und es gehen o,, %. 0, durch dieselben vier Punkte. Daher können 
Constanten Ä,. /s. 4, so bestimmt werden. dass 
k,H+,0%,+Kk,0, = OÖ 

oder 

k,ySı +kbyS+k,yS, = d. 
Specielle Kegelschnitte S sind die Producte .s, yn, 2{, wenn 2=0...7=0 
Doppeltangenten sind und yas, yyn, yzÖ in dieselbe Gruppe gehören; wir 
finden hierdurch unsern algebraischen Satz für p = 3: 

Zwischen drei in dieselbe Gruppe gehörigen Producten je zweier Abel- 
schen Functionen findet eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten 
statt”). 

Diese auf die Anzahl der Constanten gestützten Beweise, von denen 
Riemann den ersten in seinen Vorlesungen gegeben hat, lassen sich sehr ein- 


“ 


’ . ; x5 A ! uw ; 
fach führen: Sei ff rational; es wird in 2p—2 Punliten x', muss also 
JH 


p—1 Constante linear enthalten. Man erkennt aber hierin eine Lücke; offenbar 





ist “- auch in 2p—2 Punkten x' und enthält dennoch p Constanten (die in 


> 


jr, enthaltenen Constanten). Es hat dies einen tiefer liegenden Grund, wie 
schon oben angedeutet wurde. Dieser Satz soll im Folgenden als Fundamen- 
talsatz bezeichnet werden. Aus den Darstellungen der berührenden Curven 
durch 9-Funetionen folgen auch alle die Sätze, welche Herr Ülebsch gegeben 
hat. und es ist auch im Wesentlichen diese bis jetzt benutzte Anwendung der 
+-Functionen identisch mit der directen Anwendung des Additionstheorems, 
wie es Herr Olebsch zeigt. Nur einen Satz will ich hier besonders anführen. 
nämlich: 

Die Berührungspunkte von 3 Doppeltangenten 2=0, y=0, 3=0 
können nicht auf einem Kegelschnitt liegen, wenn die Charakteristik von yıayz 





*) Dieser Satz ist von Hesse bewiesen worden. Er ist der specielle Fall eines 
sanz allgemeinen Theorems. 
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gerade ist. Lägen diese 6 Punkte «’...«'' auf einem Kegelschnitt. so schnitte 


derselbe in noch 2 Punkten, 9’, 5”, und es wäre 
(+. +a'+B'+P") = (0,0,0). 
oder da 2(«@'+:---+«'') = (0.0.0), so müsste auch 
2(P+P") = (0,0, 0) 


P4 


sein. Dann wäre (#’+P") = («'+---+.«‘') eine gerade Charakteristik und die 
beiden durch 5’, £" bezeichneten Punkte müssten wegen 2 (P’+P") = (0. 0,0 
offenbar Berührungspunkte einer Doppeltangente sein. Wenn also keine ge- 
rade 9-Funclion 9(»)(a—w) gleich Null ist für Werthe Null der Argu- 
mente. oder. was dasselbe ist, wenn es nur 28 Doppeltangenten giebt. so 
ist unser Satz wahr. Wir können ihn auch so aussprechen: Liegen die 6 
Berührungspunkte von drei Doppeltangenten auf einem Kegelschnitt, so geht 
dieser auch immer durch die Berührungspunkte einer vierten Doppeltangente. 
und diese vier Doppeltangenten sind zwei Paare einer Gruppe. 

Geht man von den Charakteristiken aus, die zu p=2 gehören, so 
überzeugt man sich leicht, dass jede der 63 Gruppen auch auf gleich viele 
Arten als Produet yas erhalten werden kann, oder dass in jede Gruppe gleich 
viele, nämlich 

28.27° _ 5 
KW 
Paare von Doppeltangenten gehören, sammt unendlich vielen Kegelschnitten 


’S = kyas+lyyn 





(yxSyn rational). 
$. 3. 
Geometrische Anwendungen des algebraischen Fundamentalsatzes. 


Ich habe schon in meiner Habilitationsdissertation erwähnt. dass die 


Gleichung F(s, 3) =0 durch eine Gleichung 


(1.) yes+yyn+yzS = 0 
ersetzt werden kann; wir sehen 2=0, ... {=0 sind Doppeltangenten, die 
paarweise in dieselbe Gruppe gehören. Diesen Satz kann man auch unab- 
hängig von Betrachtungen über die Anzahl der Constanten beweisen, und es 
sollen jetzt Sätze entwickelt werden, die aus demselben folgen. 


In jeder Gruppe giebt es 157 Combinationen, die sich zu einer Glei- 
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chung wie (1.) vereinigen lassen, so dass man 1260 Gleichungen dieser Art 
hinschreiben kann. Denkt man x, &, etc. durch drei Variable linear homogen, 
oder linear durch die früheren Variabeln s, z3 und die lineare Einheit ausge- 
drückt. so werden diese 1260 Gleichungen alle eine identische Folge einer von 


ihnen. etwa von (1.). Aus (1.) folet 





(2.) serasyn = af+yn—zC. 
Daraus folgt: die 8 Berührungspunkte zweier in dieselbe Gruppe gehöriger 
Paare von Doppeltangenten liegen auf einem Kegelschnitt. 

Jede Doppeltangente hat eine ungerade Charakteristik (d. h. bildet man 
die Summen @,+%, ...%+%;, für die Berührungspunkte, so sind sie gleich 
Ausdrücken wie die rechten Seiten von (2.) in $. 2. (e) eine ungerade Cha- 
rakteristik). mithin auch die von yxsy, welche der von yn gleich ist, ungerade. 
Wir wollen die Charakteristik eines Ausdruckes dadurch bezeichnen, dass wir 


ihn in Klammer setzen: 





1 u) 
veys) = (ym)- 
Es giebt in jeder Gruppe 15, im Ganzen 
63.15 m 
> 315 


kKegelschnitte, welche 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten verbinden 
(Salmon, treatise etc. p. 198). 

Die Benutzung der 9 wird uns zeigen, dass 6 Berührungspunkte dreier 
Doppeltangenten &©,,. 7. x; auf einem Kegelschnitt liegen, oder nicht. je 
nachdem 

(ya, 22%;) 
ungerade oder gerade, oder je nachdem x, in der Gruppe &, x, vorkommt oder 
nicht. In jeder Gruppe sind 12, also ausserdem noch 16 Doppeltangenten: 


daher giebt es 
63.6.16 
3 


Combinationen von drei Doppeltangenten. deren Berührungspunkte nicht in 





—= 2016 


einem Kegelschnitt liegen, und 
63.6.10 





— 1260 


B) 
solche. wo dies stattfindet (s. Hesse, dieses Journal, Bd. 49, pag. 319). Be- 
trachten wir jetzt neben den Gruppen x, yn die beiden x7, yS und zy, &7: 
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dieselben können ausser x, y, £, 7 keine Doppeltangente gemein haben. 
Wäre z. B. z auch in x) vorhanden, so hätte man neben (1.) und (2.) eine 


Gleichung. etwa: 
ayayn+byystyst=(0, oder —2abyasyn = a'cy+b’yS—zt. 
Eliminirt man die Wurzeln, so kommt: 
(ac—by)(b5—-an) = z(abI—t). 

Diese Gleichung muss, da F=0 irreduclibel ist, identisch erfüllt sein; oder 
es muss sich z mit x und y oder mit S und 7 in einem Punkte schneiden. 
Dieser Punkt muss aui dem Kegelschnitt liegen 

25+yn—25 = 0), 
d. h. einer der Berührungspunkte von x, y und z oder S, n und z selbst sein. 
Er wäre dann notwendig ein Doppelpunkt der gegebenen Curve F=0. Soll 
p=3 sein, so können sich demnach nicht drei solche Doppeltangenten in 
einem Punkte schneiden; da 3 nicht in der Gruppe «7; vorkommt, so muss 
(Yanz) gerade sein. Ebenso kommt 3 nicht in xy vor, so dass 


(Yxy3) 





auch gerade sein muss. 

Drei Doppeltangenten, deren Charakteristiken eine gerade Summe geben. 
können sich also nicht in einem Punkte schneiden. 

Eine andere Analyse zeigt, dass sich wohl x5 und y in einem Punkte 
treffen können; dann geht auch 7) durch diesen Punkt. Dies ist der specielle 
Fall eines Steinerschen Theorems (Ueber algebraische Curven, welche einen 
Mittelpunkt haben, dieses Journal, B. 47, p. 21). 

Mehr als vier Doppeltangenten können sich nicht in einem Punkte 
schneiden, ohne dass derselbe ein Doppelpunkt der Curve selbst wird. 

Eine flüchtige Betrachtung der Charakteristiken genügt zu zeigen, dass 
es nicht zwei Gruppen giebt, die gar keine Doppeltangente gemein haben. 
Sei nämlich 

ss nn 5 2% 2b 36 
eine Gruppe, so erhält man noch 30 Gruppen durch Vertauschungen, wie wy. 
&n und @7, yS. Ferner kann man wieder z.B. & mit irgend einer der 16 nicht 


u. - — 080 
in dieser Gruppe vorkommenden s, t vereinigen; da (yxSst) nie (000): oder 





yzSst nicht rational ist (indem s und £ nicht in z5 vorkommen), so erhält 
man hierdurch noch 32 Gruppen; jede der 63 Gruppen muss also mit der 
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ersten (xS) wenigstens eine Doppeltangente gemein haben. Drei Gruppen, wie 
Fr yn z& 236 
(@.) an ys rs 138; 
w cn tu tu; 
umfassen nach dem Vorigen alle 28 Doppeltangenten. 


: 000 
(YzÖ z£rstu) is 000 


Es giebt aber noch andere Systeme von drei Gruppen. 


Sei 
ab, abı »... a,b, 


eine Gruppe. Eine zweite sei (be), e nicht in (ab) enthalten. Dann ist 
ıyabe) gerade, aber nach dem Früheren entweder (yba,c) oder (ybb,c) un- 
gerade; denn die drei Gruppen ba, ba,, bb, enthalten alle Doppeltangenten. 
Daraus folgt. dass b, oder a,. ebenso dass b, oder a,...b-, oder «a, mit in 
(be) enthalten sind, so dass die Gruppe be die Gestalt haben wird (da die 
Bezeichnung durch a oder 5 willkürlich ist): 
ei, Ber:. . ii, 
und es giebt nun eine dritte Gruppe. 


7 
so dass 





000 
(yab.b,c,.C4;) 000): 


Steiner, dieses Journal, Bd. 49, p. 268). 
Schreibt man irgend drei solchen drei Gruppen entsprechende Glei- 


chungen hin, wie (1.), also etwa 





yab —= yab,+yab;. 





ybıcı = Ybe+ybzc,, 








yoa = Yca+yc.a,. 
so muss man die rechte Seite der durch Multiplication entstehenden Glei- 
chung durch die Gleichung (1.) rational machen können, denn die Producte 
ya,b,.b,c,.c,a, sind rationale Functionen und zwar von der dritten Ordnung; 


man erhält so 
3 





IE AR Pete = f(s,3), 


wenn s und z die in F(s, 2) —=() angenommenen Variablen. Diese Gleichung 
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wäre eine Transformation von (1.) oder vermöge (1.) eine Identität; sie sae! 
aus, dass die 12 Berührungspunkte von irgend 6 Doppeltangenten a, b.... a,. 
b, von denen nicht zwei Paare zu einer Gruppe gehören, auf einer Curve 


3 
dritter Ordnung liegen: f(s, 3) =. 

Ein System wie (a.) giebt nicht zerfallende Curven f=0 einmal durch 
die 64 Combinationen zörsta; dies sind Combinationen der Art. dass nich! 
irgend 6 Berührungspunkte, etwa von zCr auf einem Kegelschnitt liegen. Dies 

f 64.315 
würde —-; 
15 
dieses Journals). Ferner rühren nicht zerfallende Curven von (a.) her. in- 





— 1344 Curven f, geben (abweichend von Hesse, Bd. 49, p. 324 


dem man Combinationen wie zSrstu bildet; dies ist 6.16 = 96 mal möglich: 
zu jedem System (a.) gehören also 160 eigentliche Curven f=0. 
Ein System der zweiten Art giebt solche nur auf 6.5.4 — 120 Arten. 
Die Gesammtzahl der Curven f;=0, die durch 12 Berührungspunkte 
sehen, ist übereinstimmend mit Hesse, 6048 (s. Steiner a. a. O.). 


i 63.62 m . N x # 
Es giebt offenbar Tr" 651 Systeme beider Arten im Ganzen *). 
Systeme 8,. Nehmen wir 4 Gruppen, so dass die Summe ihrer 


Charakteristiken bee ist. Es wären hier noch mehr Unterfälle zu unter- 


scheiden, je nachdem je zwei der Gruppen 4 oder 6 Doppeltangenten gemein 
haben. Ich unterlasse vorläufig diese Discussionen (Fragen, die Steiner am 
Ende seiner Abhandlung stellt); es genügt zu sehen, dass diese Hülfsmittel 
dazu ausreichen. Es folgt sofort, dass diese 16 Berührungspunkte solcher 
Doppeltangenten, welche Paare aus je einer solcher 4 Gruppen eines Systemes 
bilden, auf einer Curve vierter Ordnung liegen. Bezeichnen wir symbolisch 
durch die Anzahl der möglichen Gruppen zugleich irgend eine derselben; 
nimmt man eine Gruppe 63 und eine andere 62, so sind noch 60, die kein 


System S; bilden und daher 
63.62.60 


1237 7765 





Systeme S,. 
Ebenso giebt es Systeme S, von 5 Gruppen, z,$5,...2;,5. so dass 





*) Bildet man das (rationale) Product 
V(ax$&yn.2&2, 6-2, 62, &,.tut, u, .t,u,t,u,.r$r, S,.1,8,7,8,), 
so sieht man, dass alle Berührungspunkte der 23 Doppeltangenten auf 7 Kegel- 
schnitten liegen (s. Hesse, dieses Journal, Bd. 40, p. 260). 


Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 15 
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Yaıı-. X $, = f(s, 2). Die Berührungspunkte von 5 Paaren von Doppeltan- 
senten, aus jeder Gruppe von $, eines genommen, liegen auf einer Curve fünfter 
Ordnung. Die Anzahl findet sich, wie folgt. Nimmt man die Gruppen 63. 
62, 60 an. so giebt eine der übrigen 59 ein System S,; noch zwei bilden 
mit 60 und 63 oder 62 ein System S,, so dass 56 übrig bleiben, oder die 


.- 63.62.60.56 aan 
(Gesammizahl der Systeme S ist: —, . — — 109368. 





Man kann so mit Steiner bis zu Systemen S, und S; gehen, für 
welche die in dessen Abhandlung angegebenen Eigenschaften stattfinden. und 


man findet: 


a 63.62.60.56.48 
Anzahl von S.: — 1 — — 874944. 


Pe 





63.62.60.56.48. 
33 . a 56 r 32 _ 3999744. 
ee 


Wollte man ein System $S, bilden, so blieben 30 Gruppen. die kein S, mit 


63...32 bilden; davon gehen 





Anzahl von $-: 





>.4.3.2 .E 5 u ee F 
BSR SEEREIEUE en 5 Ar 
1.2.3.4 PREZF HE Pr 
ab. welche mit 32 und 4, oder 3, oder 2, oder 1 der 63... 48 ein System 
respective S,... 8; bilden, d. h. es giebt keine Gruppe mehr, die nicht schon 


in diesen enthalten wäre, oder es giebt keine Systeme S,, S,.... 
Ausserdem giebt Steiner Sätze bezüglich der Kegelschnitte, welche in 
einem Punkte vierpunktig, in 2 anderen zweipunklig berühren. Dieselben 
lassen sich durch die Methoden, wie sie z. B. in „Salmon, Kegelschnitte, über- 
selzt von Fiedler“ p. 403 angegeben sind, und wie Hesse erwähnt (Bd. 49, 
p. 262 dieses Journals), finden. Einige weitere von Steiner darüber gegebene 
Sätze sind eine augenblicklich zu ersehende Folge der Erzeugung der Curve 


vierten Grades durch projectivische Kegelschnittsbüschel, die man durch zwei- 





mal je 4 Berührungspunkte (etwa von xy, Sn, yxysn rational) legt. 


$. 4. 
Curven mit einem Doppelpunkte (p = ?). 


 ERERE 
Der Ausdruck er wird jetzt ausser in den 10 Verzweigungspunkten 


in zwei Punkten 0Ö', in denen s=y, 3=0d. Functionen p sind Ausdrücke 
erster Ordnung, die in diesen Punkten O sind, oder g=0 sind durch den 
Doppelpunkt gehende Gerade. Sei « der Berührungspunkt einer durch diesen 
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Punkt gehenden Tangente, einer uneigentlichen Doppeltangente. / der einer 
zweiten, 2=0. y=0 die Gleichungen derselben; dann ist 


2a =rp = (0 


und 
NA u — u'— @) ’x 


(1 \ FA dem / de 
Kr » u — u'— PB) Y 





die Bezeichnung der $-Funelion im früheren Sinne verstanden. In den zwei 
Punkten. welche in der Fläche T dem Doppelpunkte entsprechen, habe «, die 
Werthe «,. 2; @, die Werthe «,. #,:; diese Punkte sollen die Punkte «'. 


« . \ . x m R i 
genannt werden. Seien «@ ...«' die Schnittpunkte einer Geraden, so ist 
offenbar: 

(tete) = (Wu +2e) = (uW+u"). 


Fällt «"’ mit @’, @'Y mit @'’ zusammen, so wird die Gerade Tangente: es ist 


dann 
2(«+a”)= (W+w'), oder a-+ae' = ar +8, 
wo 2E=U$. 
Seien P', P" Berührungspunkte einer anderen Doppeltangente 
P+P' = ur 3, ——4+r. 
so Ist 


u) 
e.) or) 7° 


wenn r=0, t=0 die lc dieser Doppeltangenten sind. Es giebt 
16 Charakteristiken, also 16 Werthsysteme &, n entsprechend den 16 Doppel- 
tangenten; darunter sind 6 ungerade Charakteristiken, entsprechend 
den 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tangenten. Sind «'... a‘, P... P" 
resp. die Schnittpunkte zweier Geraden, so ist 

(u — a — a)I(u— a'— a‘) 

u — B— PN)HU— P"— P) 


rational; eine in £’'... P"' unendliche Function enthält 4—2 +1 = 3 Constante 











h as+ bz +c 
linear. also ist wenn as+b,3+c,=0 in den Punkten 9. un rn der 
‚s 79? ro 
allgemeinste Ausdruck einer in ?’...?'Y unendlichen Function, also müssen 
auch diese Functionen,. für welche «= «', «'“ = «' in dieser Form enthalten. 


15" 
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mithin in der That die 9- Ausdrücke, die wir angegeben haben, geradlinigen 
Doppeltangenten entsprechen. 
Der Ausdruck 


Tr 


+(u— BE R ) . 


t (u ee -) 





hal ersichtlich, wie es sein muss, in « und «’ gleiche Werthe. Dagegen 
hat Y- in « und «" entweder gleiche oder entgegengesetzte Werthe. 

Es giebt für p=?2 15 Gruppen; die 6 ungeraden Charakteristiken 
lassen sich auf 15 Arten zu zwei combiniren; in jeder Gruppe ist daher ein 
Paar ungerader Charakteristiken. Die anderen 4 ungeraden Charakteristiken 
combiniren sich in jeder Gruppe mit 4 geraden; es bleiben dann noch & ge- 
rade, die sich zu 3 Paaren ungerader Charakteristiken vereinigen; denn oflen- 
har sind hier in jeder Gruppe alle Charakterisiiken enthalten. 

Jede Gruppe enthält S Paar eigentliche Doppeltangenten. V ist in w 
und #” von gleich grossen oder entgegengesetzten Werthen, je nachdem 5 und » 
beide gerade oder ungerade, oder eines gerade, eines ungerade ist. Die Paare 
ıri, die in «' und «” gleiche Werthe haben, nennen wir erster Art, die an- 
deren zweiter Art. Es giebt in jeder Gruppe 4 Paare erster Art ‘und 4 
Paare zweiter Art von Doppeltangenten. 


S Yrt ds 
u = en 
oF 


os 


;etrachten wir 








Dasselbe wird in «, «’ logarithmisch unendlich, etwa wie A’log(3—0d) und 
A"’log(3—0); es ist 


AA" u — 0, 


je nachdem yrt erster Art oder zweiter Art ist. Sei yr,tı von derselben 


Gruppe und Art wie yri, logarithmisch unendlich in «, «’ wie A,lg(3—0). 


A, log(z— 0), so wird: 


| Is 
Au— A'u un af _.4' "r 








in z' und «” unendlich sein. In dieselbe Gruppe wie yrt gehört auch ein 











EEE ine 
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Product yzy (s. (1.)). Das Integral 


yaydz 
oF 


O s 








ist endlich. Nach dem algebraischen Fundamentalsatze. da p = 2. bestehi 
demnach eine Gleichung der Art: 


Pyaydz x 
3 =; an A,u-—- Au, — Gonst. 


os 











oder 
ayay+ Ayyrt— A'yrıt, = 0. 
oe eine Üonstante. 

Ebenso besteht zwischen drei Paaren rt, r,t,, "4, derselben Gruppe 
und Art eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten : 

ayrt+ayntı tayrb = 0. 
Paare uneigentlicher Doppeltangenten kann man gewissermassen sowohl ersteı 
als zweiter Art nennen. Es giebt 2.15 = 30mal je 5 Paare Doppeltangenten 
r=0,. t=0, so dass zwischen den yrt lineare Gleichungen stattfinden; bei 
p=3 waren allemal je 6 solcher Paare; dies erklärt sich naturgemäss, (da 
das Paar der uneigentlichen Doppeltangenten allemal doppelt zu rechnen ist. 

Die 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und 
Art liegen auf einem Kegelschnitt. 

Die 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und 
ungleicher Art liegen auf einer Curve dritter Ordnung, welche durch den 
Doppelpunkt geht und die gegebene Curve noch in 2 Punkten schneidet. die 
mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden liegen. 

Sei nämlich y=0 diese Gerade, yrt, yr,t, entgegengesetzter Art. 
gleicher Gruppe, so kann man 





[52% 

ai 
schreiben (s. Abhdlg. $. 8), f(s,z) eine Function dritten Grades und dritter 
Ordnung. 


Yrt r, Lt, — 





Br (8,3) 





Diese Schreibweise ist auf unendlich viele Arten möglich, z. B. Yrir,t, 


9 
g, eine andere durch den Doppelpunkt gehende Gerade. Dann ist f(s,2).9, = f} (8,2). 4 
eine Transformation der Gleichung F(s, 3) = 0. 
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2 16.15.14 Fe 
Es giebt im Ganzen ) r 7 — 140 Combinationen der Art. dass 





yrtr,t, rational ist; 60 davon geben je 8 Berührungspunkte, die auf einem Kegel- 
schnitte liegen; 80 Combinationen liefern Curven dritter Ordnung f(s, 3) —(). 

In jeder Gruppe giebt es ausser den 8 Paaren eigentlicher noch ein 
Paar uneigentlicher Doppeltangenten. Hier gilt der Satz: 

Die beiden Berührungspunkte dieser letzteren liegen mit den vieren eines 
Paares eigentlicher Doppeltangenten derselben Gruppe auf einem Kegelschnitt. 
der auch durch den Doppelpunkt geht. Es giebt 15.8 = 120 solcher Kegel- 


schnitte. 
Wir betrachten nun Combinationen von 6 Doppeltangenten x, =. 





r, 0. so dass yx,...x, rational durch s und z ausdrückbar ist. 
Hier sind folgende Fälle möglich: 
2,=0...,=0 sind die 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tan- 
genten. Dann ist yax,...x, rational von dritter Ordnung, in «, «' gleich 0’ 
und in den 6 Berührungspunkten Null. Diese rationale Function hat in «, a" 
gleiche Werthe. nämlich Null; sie braucht also in ihrer Darstellung durch s 
und z keinen in «, «" verschwindenden Nenner; die 6 Berührungspunkte 
liegen demnach auf einer Curve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen 
Curve den Doppelpunkt als solchen gemein hat, deren Zweige die Zweige 
der gegebenen Curve im Doppelpunkte tangiren. | 
Es seien 4 der z,...x, uneigentliche, 2 eigentliche Doppeltangenten. 
Es giebt 8.15 = 120 solcher Combinationen; die 8 Berührungspunkte liegen 
auf einer Curve dritter Ordnung, die den Doppelpunkt als solchen mit der 
gegebenen Curve gemein hat. 
Ferner giebt es Combinationen zweier uneigentlicher und vier eigent- 


licher Doppeltangenten; die 10 Berührungspunkte liegen auf einer durch den 
’ 6.15.14.12 u 
Doppelpunkt gehenden Curve dritter Ordnung. Es giebt r 5 7 = 1680 





soleher Curven. 
Endlich mögen alle &,... x, eigentliche Doppeltangenten sein. Hier 





hat yar,...2, in «, «’ gleich grosse Werthe, wenn eine gerade Anzahl; ent- 
vegengesetztie Werthe, wenn eine ungerade Anzahl von ungeraden Charakte- 


ristiken in den &,... x, enthalten sind. Im ersten Falle liegen die 12 Be- 


rührungspunkte auf Curven dritter Ordnung, im zweiten Falle auf Curven 
vierter Ordnung, die durch den Doppelpunkt gehen und noch in 2 Punkten 
schneiden. ‚die mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden g=0 liegen. Im 
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; n Et : range (8,2) i ya 
zweiten Falle nämlich kann man schreiben: yx,...x; = De. Beide Fälle 


zusammen finden auf 16.15.14.12.8 
2 DENE 





— 448 verschiedene Arten statt: dies theili 


sich wie folgt: 
1. Fall: 6 ungerade O gerade Char. 1 mal 


4 - 2 - - 45 - 
2 - 41 - - 195 - 
Ö _ 6 _ _ 5» 
2. Fall: 5 - 1 _ Fr . 
3 - 3. - - 120 - 
I - > - - 2 - 


Es giebt daher im Ganzen 256 Curven dritter Ordnung, 192 Fälle von Curven 
vierter Ordnung. Die Herleitung der einzelnen Zahlen würde zu weitläulfig 
sein. Keine dieser Curven zerfällt in niedere. 

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass es keine Combination von 6 
eigentlichen Doppeltangenten giebt, für welche nicht yx,...a, oder die Wurzel 
aus dem Product von 4 oder 2 der z,... x, rational wäre. Von complieir- 
teren Combinationen als den bisher betrachteten giebt es also nur solche mit 
eigentlichen und uneigentlichen Doppeltangenten. Der einzig noch mögliche 
Fall, der zu unzerlegbaren Curven führt, ist: 

4 eigentliche und 4 uneigentliche Doppeltangenten; ihre Berührungs- 
punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung, die mit der gegebenen den Dop- 


’ 4 “18 ‚16.15.14.12 w. 
pelpunkt als solchen gemein hat. Dies ist möglich auf 5 34 = 1680 Arten, 





Es giebt keine Systeme höherer Art als $,. im Steinerschen Sinne. 

Eine wie T verzweigte algebraische Function Z, die in m» Punkten 
unendlich wird, enthält hier im Allgemeinen m—1 Constante. Die Bedingung. 
dass C in @ und «” gleiche Werthe erlangen soll, lässt in C nur m—2 Con- 
stante willkürlich; © enthält also dann so viel Constante linear, als es enthält. 
wenn p = 3, oder wenn die einzelne Curve F(s,3)=0 keinen Doppelpunkt hat. 

Hat die gegebene Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte. so is! 
p=1. Die Ausdrücke der durch einen dieser Punkte gehenden Doppeltan- 
genten durch 9-Functionen sind sehr einfach anzugeben; bei der Darstellung 
der eigentlichen Doppeltangenten muss von der Bedingung Gebrauch gemacht 
werden, dass die darzustellende Function in den je zwei einem Doppelpunkte 
entsprechenden Punkten der Fläche T gleich grosse (oder. da wir Quadrat- 
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wurzeln rationaler Functionen ausdrücken, auch entgegengesetzte) Werthe er- 
langt. Dadurch wird die Benutzung der #-Function unbequem und bei drei 
Doppelpunkten, wo p=(. giebt es gar keine 9-Functionen. In allen diesen 
Fällen aber kann man noch von unserem algebraischen Satze Gebrauch machen. 

Eigenthümliche Modificationen treten ein, wenn einige der 9- Ausdrücke 
jür eigentliche Doppeltangenten mit denen für die uneigentlichen Doppeltan- 
venten zusammenfallen, und sich also in Folge dessen die Anzahl die ersteren 
vermindert. Dies tritt z. B. ein, wenn der Doppelpunkt der Curve eine 
Spitze wird. 

Die Gleichungen F(s, 2) =0, für welche y=3 ist, die sich aber nach 
ier einen Variabeln s bis auf den zweiten Grad erniedrigen lassen, sind in 
‚len bisherigen Discussionen gar nicht mitbegriffen. Für solche Gleichungen 
sind die Functionen g alle durch z allein rational ausdrückbar. In den Glei- 
chungen vierter Ordnung F(s, 3) =0, für welche p = 3 ist, sind s und z selbst 
Funetionen g, diese Gleichungen können also gar nicht der eben erwähnten 
Art angehören, vielmehr werden sich Gleichungen dieser Art besser als spe- 


eielle Fälle höherer p betrachten lassen. 


Halle. 1864. 





ee 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit veränderlichen Coeffieienten. 
(Von Herrn ZL. Fuchs.) 





> 

Nach dem gegenwärligen Standpunkte der Wissenschaft stellt man 
sich in der Theorie der Differentialgleichungen nicht sowohl die Aufgabe, eine 
segebene Differentialgleichung auf Quadraturen zurückzuführen, als vielmehr 
die. den Verlauf ihrer Integrale, für alle Punkte der Ebene, d.h. für alle 
Werthe der unbeschränkt Veränderlichen aus der Differentialgleichung selbst 
abzuleiten. Die Analysis lehrt eine Function determiniren, wenn man das 
Verhalten derselben in der Umgebung derjenigen Punkte ermitteln kann, für 
welche sie unstelig oder mehrdeutig wird. Es ist daher die wesentliche Auf- 
gabe bei der Integration einer gegebenen Differentialgleichung, die Lage dieser 
Punkte und das Verhalten der Integrale in deren Umgebung festzustellen. — 
In diesem Sinne haben Briot und Bouquet im Journal de l’ecole polytechnique 





l 
Y ) — (0) behandelt. wenn 
lc 


cah. 36 die Differentialgleichungen der Form F(y, 


ft. . ’ dy 
F(y, —ı) eine ganze Function von y und — bedeutet. — In den Abhand- 


lungen der Societät der Wissenschaften zu Göttingen vom Jahre 1857 hat 
Riemann die Differentialgleichung hergeleitet, welcher die durch die @ausssche 
Reihe F(«, P,y, x) darstellbaren Functionen genügen; und man kann umge- 
kehrt die dortige Abhandlung als eine solche ansehen, wodurch die Integration 
jener Differentialgleichung geleistet ist. — Im Folgenden erlaube ich mir 
einige Ergebnisse einer über lineare Differentialgleichungen mit veränderlichen 
Coefficienten angestellten Untersuchung mitzutheilen, zu welcher ich durch das 
Studium der ARiemannschen Abhandlung veranlasst wurde. Es ergab sich, 
dass die Integrale einer beliebigen linearen Differentialgleichung, welche kein 
von der abhängigen Variabeln freies Glied enthält, bei Umläufen um die sin- 
sulären Punkte sich wie Potenzen und Logarithmen verhalten (No. 3). Von 
besonderem Interesse sind diejenigen linearen Differentialgleichungen, deren 
sämmtliche Integrale mit einer bestimmten endlichen Potenz von z—a multi- 
plicirt für ©=a endlich bleiben, für jeden endlichen Werth von a, und mit 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 16 
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einer bestimmten Potenz von — multiplieirt für x = x. dieselbe Eigenschaft 


besitzen. Ihre Form ist in No. 4 und 5 vollständig festgestellt. Ein spe- 
cieller Fall dieser Klasse von Differentialgleichungen ist die von Riemann in 
der ebenerwähnten Abhandlung erhaltene Differentialgleichung, so dass die 
Eigenschaften der durch die Gausssche Reihe darstellbaren Functionen. von 
denen Riemann ausgeht, auch von einem anderen Gesichtspunkte aus als den- 
selben charakteristisch erkannt werden (No. 6). Zu derselben Klasse von Diffe- 
rentialgleichungen gehören auch diejenigen linearen Differentialgleichungen, 
welchen nur algebraische Functionen genügen. — Im Sommer 1863 hielt 
Weierstrass eine Vorlesung über Abelsche Functionen, worin er als Einleitung 
die Fundamente der Theorie der linearen Differentialgleichungen entwickelte. 
Dieser Vorlesung werde ich mich in der Art der begrifflichen Feststellung der 
Integrale einer linearen Dillferentialgleichung, wie sie in No. 1 angedeutet ist, 
im Wesentlichen anschliessen. — Die vorliegende Arbeit ist, von einzelnen 
hier angebrachten Vereinfachungen und Zusälzen abgesehen, zuerst im „Pro- 
gramm der städtischen Gewerbeschule zu Berlin, Ostern 1865* erschienen. 








1. 
Es sei: 
d” y dr!y e; Yy 
\ | h ) de” ur 1 de"! +4 N am? ir + PmY 


eine lineare Dilferentialgleichung m” Ordnung, deren Coeffiecienten p,, p2» --- P. 
Functionen von x sind, die innerhalb eines einfach zusammenhangenden Flächen- 
Iheils T der x Ebene nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig 
werden, im Uebrigen aber innerhalb dieser Fläche eindeutig und continuirlich 
sind. Diejenigen Punkte innerhalb T, für welche eine oder mehrere der 
Funclionen p unstelig sind, werden wir im Folgenden, nach dem Vorgange 
von Weierstrass, singuläre Punkte nennen. — Es sei ferner x, irgend ein 
Punkt in T und um denselben ein Kreis beschrieben, welcher sich bis zum 
nächsten singulären Punkte erstreckt, so bezeichnen wir das durch diesen 
Kreis abgegrenzte Flächengebiet, ebenfalls nach Weierstrass, als die Umge- 


bung des Punktes x. 
Ist nun «x, ein Punkt, der nicht zu den singulären gehört, so giebt es 


innerhalb T eine in der Umgebung desselben überall endliche, eindeutige und 
continuirliche Function y, welche der Differentialgleichung (1.) genügt und so 
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dy  dı a Mo 
beschaffen ist, dass y, ii ri a für = x, beliebig gegebene 


Werthe annehmen. Dieses lässt sich folgendermassen beweisen: 
In der Umgebung von x, innerhalb T seien die Maxima der Moduln 











der Functionen p,, Ps» -.. pP. resp. M,,. M,,. ... M,. Ista, der dem Punkte 
x, zunächst liegende singuläre Punkt, und setzt man mod(a,—x,)—r, und 
M, BR M, it .. SS 
BE _ FI , ı_ FD Er 
7 r 7 


so ist bekanntlich (s. Briot et Bouquet Journal de l’&cole polytechnique cah. 36 
pag. 137) für jedes ganzzahlige a 
dp dy dp dp, \ dp degy 
mod( ai ) mod( 2) a. rn mod (‘ ") < - . 
dx® /o dat /0' dee /), N da“ ), da d.c“ ) 
wo wir mit (f(z)), den Werth einer Function f(x) für &= x, bezeichnen. 
Die sämmtlichen Ableitungen einer der Diflferentialgleichung (1.) ve- 


nügenden Function y lassen sich auf die Form bringen: 











ja jm—1 | jn—? 7 
2) er = Ale) + Yale) at + Un (R)-Y; 


dx dar! DB: 2 
worin die Grössen U sich aus den Grössen p und deren Ableitungen durch 
die Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Man bilde nunmehr die Differentialgleichung 


dr u dr—iy dr—?y 


(8.) ee fi we + (pr 7 u 2 + Pu . U, 


de” de"—! 











so lassen sich die sämmtlichen Ableitungen einer derselben genügenden Function 
a in der ähnlichen Form 
de u ’ u. u Fu 
(4.) en Bl 2) +d.(x T) m ] 
darstellen. Die Grössen B werden aus den entsprechenden Grössen W abge- 
leitet, indem man an die Stelle einer jeden Function p und ihrer Ableitungen 
die entsprechende Function p und ihre entsprechenden Ableitungen setzt. Hier- 








d.x® 


aus folgt, dass 
Bu (zo) > modA,(T,), Bar (z,) > mod UrlEo)s --- Dam(zo) > mod A,n( To). 


Wenn sich daher eine in der Umgebung von x, eindeutige, continuirliche und 


endliche Function bestimmen lässt, der Art, dass sie der Differentialgleichung (3.) 
a k . du d’u dr='u 
genügt, und dass für e= x, die Grössen u, I? de’ Im 


16 * 


: beliebig ge- 
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sebene positive Werthe annehmen, so existirt auch eine in der Umgebung von 


x, eindeutige, continuirliche und endliche Function y von der Beschaffenheit, 


ialeleich 4 a dd dy d’y ie , 
dass sie der Differentialgleichung (1.) genügt, und dass y, I? am 


für = x, beliebig gegebene Werthe annehmen. 
Setzt man — —=z, so lässt sich die Diflerentialgleichung (3.) aut 








die Gestalt bringen: 


M jr jr—1 „dar u 
3) A) = Mr + Mr ++ Mur” u. 


Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Reihe von der 

Form u, b,3’ zu genügen, so findet man für jeden ganzzahligen Werth 
von Ak die Relaieit: 
(m+k)(m+k—1)...(k+1)b,.,.. = 
(m+k—1)m+k—R)...(k+1)[k+Mırl.b.4s— 

| + Mr. (m+k—2)(m+k—3)... (k+1).buu: 

| +++ M.r"b;. 
Nimmt man daher b,, bi, ... b„_., positiv an, so sind alle Grössen Ö 
k+M,r 
m—+ k 
Man kann annehmen, dass Mır > m. Denn wenn dieses nicht statt- 


lindet,. so bleiben alle vorhergehenden Schlüsse a potiori gültig, wenn man 
M, so gross annimmt, dass dieser Bedingung Genüge geschieht. 
Daher ist db; > b„4,_' für jedes ganzzahlige k, d. h. die Grössen 5 





s- \ 
r \ 


positiv, und es ist b„,;, = Durst YV, Wo w eine positive Grösse ist. 


. . . b, . . 
wachsen mit ihrem Index, und deswegen ist T- nicht unendlich, wenn r<s, 


für alle Werthe von r und s. 
Dividirt man die Gleichung (5.) durch 


(m+k)(m+k—1)...(k+1).b.4-> 





so erhält man 
Dt k--M,r M,r’ Dm+k—2 M„r” b, 


b, w 














7 Gag nk Teer Dm+k—1 er (mthym+k—1)...(k+1) dm. 
Hieraus folgt 





. b, Lk .. 
im ——- =1 für k=x», 
Dm+k—1 ' 
mithin ist 
u, eu a 
lim — —-3 für = x. 





Du +k—1. 
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d. h. die Reihe u= 2,b,.3° ist convergent, so lange der Modul von 3 kleıneı 
ist als 1; oder die Differentialgleichung (3.) hat innerhalb T ein in der Um- 


sebung von x, gültiges Integral der Form 3,c,(2—x,)‘, derart dass c.. ec, 
0) 


du d’u dry we‘ _ 
Cs =: Cm Oder auch %, er el): — beliebige positive 
„ 16 


Werthe erhalten können. — 
Hiermit ist die Existenz einer Function y von der oben angegebenen 


Beschaffenheit erwiesen. — 

Umgiebt man jeden der singulären Punkte mit einem beliebig kleinen 
endlichen Kreise, so ist der übrig bleibende Theil der Fläche T, der 7’ heissen 
möge, eine mehrfach zusammenhangende Fläche. Ziehen wir von jedem Kreis 
aus eine sich selbst und die übrigen nicht schneidende Linie, z. B. eine gerad: 
Linie, bis zur Begrenzung von T, so wird die Fläche T’ durch diese Quer- 
schnitte in eine einfach zusammenhangende T” zerlegt. Innerhalb dieser 
Fläche lässt sich die eben definirte Function y nur auf eine Weise fortsetzen. 
so dass man eine innerhalb der Fläche 7” eindeutige, continuirliche und end- 


liche Function y erhält, welche der Differentialgleichung (1.) genügt und so 


dy d’y d” Iy 


beschaffen ist, dass für einen Punkt x, dieser Fläche y, In? da’? gr 


beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Geht man in T” von x, aus und kehrt nach einer oder mehrmaligeıi 
Ueberschreitung eines oder mehrerer Querschnitte nach x, zurück, so erhalten 
y und dessen Ableitungen im Allgemeinen von den ursprünglichen verschiedene 
Werthe. Mit diesen als Anfangswerthen ist innerhalb T” eine im Allgemeinen 
von y verschiedene Function bestimmt. Auf diese Weise erlangt man im 
Allgemeinen unendlich viele solcher Functionen. Denkt man sich die Fläche 
T von unendlich vielen Blättern bedeckt, alle mit denselben Querschnitten. 
und jedem dieser Blätter eine solche Function (einen Zweig) zuertheilt, so 
hangen diese Blätter längs der Querschnitte so zusammen, dass wenn x in 
der Fläche T’ einen Querschnitt überschreitet, sich ein Zweig continuirlich in 
einen anderen der unendlich vielen Zweige fortsetzt, da die Werthe der Functio- 
nen in 7” zu beiden Seiten eines Querschnitts im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. 

Hiermit ist der Verlauf eines Integrals der Differentialgleichung (1.) 


innerhalb T’ vollständig bestimmt, wenn in einem Punkte dieser Fläche für y, 
dy d’y d”-1y 


de? a’ Zamı beliebig gegebene Anfangswerthe festgesetzt sind. 
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2. 





dy d’y ae 





Wenn man im Punkte x, der Fläche T’ für y, 





























de’ da?’ dar! 
m verschiedene Werthsysteme festsetzt, so erhält man m particuläre Integrale 
Yıs Y3s -*- Ym- Wir wählen, was offenbar immer möglich ist, diese Werth- 
systeme so, dass die Determinante: 
D ne dr—!y, arg, BR ’ 

der! de"? Yı 

dr—iy, dry, 

da"! da"? Y: 

ie ie 

de"! de"? Ym 
für 2 = x, nicht verschwindet. Alsdann kann jedes Integral 7, welches da- 
lurch besti t ist, dass 7, 7, In „u lie be 
durch bestimmt ist, dass 7, > gg» ''" Im ür z= x, resp. die be- 
liebig gegebenen Anfangswerthe n7,, 7,, 7,» --- 70” > annehmen, als lineare 
homogene Function von Yı, Ya, ... 4, mit constanten ÜOoefficienten dargestellt 


werden, also 


1) n= ayıtGy+*-+6C,Yns 


WO Ce Car... C„ Constanten sind. 
Denn unter der gemachten Voraussetzung liefert das System linearer 














(Gleichungen: 
7 x C (Yı)o + &(Ya)o +++ Cm (Ym)os 
E =) dy, dy _ dym 
LL an ci dx ira — = + "+ Om de }* 
Er dr—! y. dr! Yın 
(m—l) __ 2 R 
No a dar! 1) PR dar 2) + tC„ a): 
für €,» &» -.. c„ endliche und bestimmte Werthe; und wenn die Function », 


nebst ihren m—1 ersten Ableitungen mit der Function a yı +&Yy+'-+c,„Y, 
und deren entsprechenden Ableitungen für x = x, übereinstimmt, so findet nach 
der vorigen Nummer diese Uebereinstimmung für alle Werthe von x statt. 
Ein solches System von Functionen Y,, %2» --: Ym, für welches die 
Determinante D in einem innerhalb T’ liegenden Punkte nicht verschwindet, 
dürch welches sich also alle particulären Integrale in der Form der Glei- 
chung (1.) ausdrücken lassen, werde ich im Folgenden ein Fundamentalsystem, 


und Yı» Y2> --- 4m dessen Elemente nennen. 
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Jeder Zweig einer Function y kann als ein particuläres Integral inner- 
halb T’” mit bestimmten Anfangswerthen angesehen werden. und lässt sich 
daher als lineare homogene Function von %,., %». y„ mit constanten Üo- 
efficienten darstellen. 


Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zwischen je m-+1 Zweigen derselben Function y findet eine lineare 
homogene Gleichung mit constanten Coefficienten statt. 

Denn es seien y, y', Y", y”’ m-+1 solche Zweige, so hat man 


folgende m+1 lineare Gleichungen: 


Yy I C Yı + C; Yat'+C. YUms 
' 

y =6 Yıtı Yyt'tCom Ya 
(m) (m) ‚ (m) id, 

? = 6 Yır 6 YaT''’T Cm YUms 


wo die Grössen e sämmtlich bestimmte Constanten sind. Eliminirt man aus 


denselben die Grössen yı, %», Y„, so erhält man als Eliminationsresultante 
y'”’ mit constanten 


eine lineare homogene Gleichung zwischen y, y', ... { 


Coeffieienten. 
Um einzusehen, dass bei der Bestimmung einer Function, welche der 


Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt, der Ausgangspunkt 


gleichgültig sei, muss noch gezeigt werden, dass 





























die Determinante eines Fundamentalsystems für die ganze Fläche T' end- 
lich und von Null verschieden ist. 
Aus den m Gleichungen: 
d” y, dr—! Y, | dr? Yy, 
—ı- +9 —+'++p,Y- 
| dr” Pı dar rp2 dr"? r ! Yı 
dr Y, dr—! Y, d" —?2 Y; 
ı—ı = 9 ——- +m +49.» 
(2.) ( da" Pı he TPpa Te rp I 
p Ym d—! Ym u | 
\ Zn 2 a Ben m? ım 
de” Pı de"! +Pp: de": + rp Yy 
folgt: 
D.pı — D', 
j dr—! dr—ı d” lu, 
wo D' aus D erhalten wird, wenn man I 1 Ir ne ZZ 
de” dr" de" 
d" dr A” y er 
durch = & TE TR Fr ersetzt. Bekanntlich ist D' die Ableitung von 
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D. daher ist 


dlogD 
9, dx 
8) D=C.e*, 
wo ( eine Constante bedeutet, die durch die Anfangswerthe von yı, Ya, - - : 4%, 


und ihre Ableitungen für =, bestimmt und der Voraussetzung gemäss von 
Null verschieden ist. Da /pıda nur für einen singulären Punkt unendlich 


werden kann, so folgt, dass e/?*’* und folglich auch D innerhalb T’ überall 
endlich und von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt auch, dass wenn die Functionen y,, %, . - . y„ ein 
Fundamentalsystem bilden, sie noch ein solches System ausmachen. wenn man 
jede derselben auf demselben Wege innerhalb T’ um singuläre Punkte herum 
his zu dem Punkte x, zurück fortgesetzt hat. 

Die gegebene Definition eines Fundamentalsystems kann auch durch die 
{olvende ersetzt werden: 

Ein System von Integralen n,, 72, . - . 7m bildet ein Fundamentalsystem. 
wenn eine Gleichung der Form 

aNm+Emt + CnN”m = 0 
für keine endlichen bestimmten Werthe der Constanten c,, &, ... e, Statt 
haben kann. 

Denn es sei Yı> Ya, - - - Y.„ irgend ein Fundamentalsystem (im Sinne 
der ersten Definition), so darf man setzen: 


mn = fu Yıt fa ++ fimYn; 
nn = Ja Yyıtfa y-+' + fm Ym> 


nn = fmıYıt fmYy2+ "+ famYm: 








wo die Grössen f Constanten sind. — Die Determinante 
u 
faı fr: nn [am 
[ini fin FE Bit 
darf nicht verschwinden, da sonst zwischen 7,, 7, - . . 27. eine lineare ho- 


mogene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt finden müsste. Daher 
lassen sich %,. %2, - .- Y„ und folglich alle particulären Integrale der linearen 
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Differentialgleichung als lineare homogene Functionen der Grössen n,. 75»... 7, 
mit constanten Coefficienten darstellen. Dieses erfordert aber. dass die De- 











terminante 

a, } un} 

I Mm 
| drin, den, 

| u Be £. er N. 
| der! dr"? 12 
| 

u dr- Gm | 
Ze De tt 


innerhalb T’ überall endlich und von Null verschieden ist. Hierdurch ist die 
Uebereinstimmung der beiden Definitionen erwiesen. 

Bekanntlich kann man folgendermassen verfahren, um m particuläre 
Integrale der Differentialgleichung 


d”y d"—'y 2 d”y | 
l m .. l ] a 1 2 der? zu sihen TPm Y 
dX dA dUX 





(4.) 


zu erhalten. Es sei y, ein particuläres Integral derselben. welches nicht 
identisch verschwindet. und man setze 


er Yı sd, 


so genügt z einer linearen Differentialgleichung m — 1" Ordnung 





al dr—!z dv —°z dr —3z 
\ er. ze ASEER .' eisen wre ar ae “7. 
(I, de"! a gı de”? ” 0: dx"—3 ' r Im- Be 


Es sei z, ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches 


nicht identisch verschwindet. so ist 


yı = yıfaıda 


ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (4.). Man setze 


3 = 5. Jude, 


so genügt « einer linearen Differentialgleichung m —2"" Ordnung 


dr —u dr—3u "een. IR 


\ _ en Ka U ER AR 
(6.) de"? u r; dr”? rn; da" —* l "m-ıU. 








Ist «, ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, welches nicht 


» = fi dx 


ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung (5.) und 


identisch verschwindet. so ist 
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130 Fuchs, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Y = Yı dz.3, [ud 


ein drittes parliculäres Integral der Differentialgleichung (4.). Fährt man so fort, 


so gelangt man schliesslich zu einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung: | 


dw 
(T.) —- w 
vr. dx 2 


und man erhält auf diese Weise m particuläre Integrale der Differentialglei- 
chung (4.). ' 
Wir behaupten nun, 
dass die so erhaltenen particulären Integrale ein Fundamentalsystem bilden. 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, nehmen wir m=3 an. In diesem 
‘alle ist die Differentialgleichung (6.) erster Ordnung. Bildeten nun Y,. Y», %; 
kein Fundamentalsystem, so hätte man eine Gleichung: 


(8.) cyıreyıfade+ sy: da .z, [u,dz = @& 


WO C,, ©, €, Constanten sind. die nicht sämmtlich verschwinden. Da y, nicht 
identisch verschwindet, so darf man diese Gleichung durch y, dividiren; diffe- 





renliirt man alsdann. so erhält man 


025 + 6,3, fu. de == ®, 
Da z, nicht identisch verschwindet, so darf man wieder durch z, di- 
vidiren, und erhält alsdann durch Differentiation 
GU —= Od. 
Da nun «, nicht identisch verschwindet. so hätte man c,=0. Es müsste 
alsdann 
eyıteryı [aıda = 0 
sein. Hieraus würde auf ähnliche Weise folgen &,3, =0, und daher =. 
und folglich auch ec, =. 
Es ergiebt sich also, dass die Gleichung (8.) nicht bestehen kann, und 
dass daher die auf die angegebene Weise ermittelten Integrale ein Fundamen- 


talsystem bilden. 
Bemerkenswerth ist die Form, in welche sich die Determinante D, 





welche wir die Determinante des Fundamentalsystems yı. Y%2, ::: 4%, nennen 
wollen, mit Hülfe der Integrale y,. 3, %., ... w bringen lässt. 


Es ist nämlich 
9.) DER 6, 


wo (Ü eine Constante bedeutet. 
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Dieses wird folgendermassen bewiesen. In der Differentialgleichung 
(5.) ist, wie leicht zu sehen, 


Bezeichnet man die Determinante eines Fundamentalsystems der Differential- 
sleichung (5.) mit D,, so folgt nach dem Gesetze der Gleichung (3. 





Ic 
f 


d 7-4 
D, en C'. „Je —m — ] dx = C' y: m „Jr dx 


. 


d. h. nach Gleichung (3.) 
De aD 


wo C' und €” Constanten sind. Ebenso folgt, wenn man mit D, die Deter- 

minante eines Fundamentalsystems der Differentialgleichung (6.) bezeichnet. 
BI REIT he D. 

Indem man so fortfährt, ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichung (9.). 

Wir werden später von diesem Satze eine wichtige Anwendung 
machen. 

3. 

Nach No. 1 kommt die Aufgabe der Integration einer linearen Diffe- 
remtialgleichung auf die Untersuchung der Frage hinaus, was aus einem belie- 
bigen durch die Anfangswerlhe in einen Punkte x, bestimmten Integrale wird, 
wenn man es innerhalb T’ um einen singulären Punkt herum bis zum Punkte 
x, zurück fortsetzt. 

Es genügt zu diesem Zwecke, das Verhalten irgend eines Systems von 
Fundamentalintegralen zu untersuchen. Es sei daher y,. %:. ... y,„ ein Fun- 
damentalsystem der Differentialgleichung: 


d” ) dr l ) dr - 29 
(1.) Y- Pı— Y a + PuY: 


der dar Pr 
wo über die Coefficienten p Jieselben Voraussetzungen gemacht werden, wie 
am Anfangee der No. 1. Ist alsdann # irgend ein Integral der Differential- 
gleichung (1.). so darf man setzen 


(2.) u = DLyı trat’ + Cu Yms 


WO is Xu, ... 2, Constanten sind. — Nach einem Umlaufe um einen sin- 
gulären Punkt a mögen die Functionen Yı, Ya» -.. Y,„ resp. übergehen in y,. 
Y2» -:- Ym; So hat man nach der vorigen No. ein System von Gleichungen: 


17 * 
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L 


Yı = Aı YıtT apart lm Um: 
Il — 0 Yıt a Ya om Yın > 
Ya vn AnıYıt Om Yat°'t Anm Ym > 
wo die Grössen «,, Constanten sind. — Nach einem Umlaufe um den Punkt 


a geht alsdann x über in 


m em 


m 
\ ! f 
4) We ySaı Et pS02.0t 4 YmSilim Kir 


Wir wollen &,. &%. ... x, so bestimmen, dass 


’ 


u = w.U 


wird. wo @ eine Constante bedeutet. Multiplieirt man zu dem Zweck die Glei- 
chung (2.) mit & und subtrahirt sie alsdann von der Gleichung (4.), so ergiebt 


der Umstand, dass zwischen %,, Ya, -.. Y„ keine lineare homogene Relation 
mit constanten Coefficienten stattfindet, zur Bestimmung von #,,. %%, ... X, 


das folgende System von Gleichungen: 


| x, (tu —w)+ 2505, tt 7 m = 0, 

, \x, Ga +1 (ta —w)-+ m? an 0, 
(9.) ' ; 

T, Aım +7 Can +++. (Am —W) ur 0. 


Ist » eine Wurzel der Gleichung 





(6.) A=|au—w a, a —(, 
| 122) 107) eg 1) . . . Ü n2 
| 
| 
am Om BE. Om WW 
so lassen sich die Grössen &,, %,, ... z„ so bestimmen, dass sie nicht alle 


verschwinden. Die Determinante 








0) en 0 2 li A Em 

or 0a om 

a mi a m? a mm 
ist von Null verschieden, da nach der No. 2 die Functionen yı. Y%» --: Y 
ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. Hieraus folgt, dass die sämmtlichen 
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Wurzeln der Gleichung (6.) von Null verschieden sind. Setzt man daher 


?r.ny—l 
er, 


und legt dem r einen der unendlich vielen und um ganze Zahlen ver- 
schiedenen, endlichen Werthe bei, welche diese Gleichung befriedigen. so 
wird «(2 —a)” in der Umgebung von «a eindeulig. 

Wir nennen die Gleichung (6.) die zum singulären Punkte a gehörige 
Fundamentalgleichung. Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden Satz : 

Die Coefficienten der nach Potenzen von w entwickelten Gleichung (6. 
sind von der Wahl des Fundamentalsystems unabhängig. 

Es ist nämlich der Coefficient von »“ der Gleichung A= 0 bekannt- 
lich die Summe der Hauptunterdeterminanten der %k“" Ordnung der Deter- 
minante d. Es sei nunmehr «,. ®%. ... @,„ ein neues Fundamentalsystem. 


welches mit dem vorigen durch die m Gleichungen 
4 = kar-Yıt ka-yat' + KmYm (für a=1.2,... m). 


wo die Grössen %k Constanten sind, zusammenhängt. man setze die Substitution 


| a ri 
Me RE 
A)=|. En 
| kn Kinn aalen. TEL ki, m 
mit der Substitution 
CO Un . . . Ü m \ 
\e. 0 ne . Odm 
(A) = 
Gm Om? en. ER. Ö mm 


zusammen und die resultirende Substitution mit der inversen Substitution von 
(K). die wir in üblicher Weise mit (K)”' bezeichnen wollen Alsdann ist 
die Summe der Hauptunterdeterminanten der 4"" Ordnung derjenigen Deter- 
minante, welche aus den Elementen der Substitution (K)(A)\K)"' gebildet 
wird, der Coefficient von w" in der Gleichung A’=0, welche an die Stelle 


von A=0 tritt, wenn man das Fundamentalsystem y,. %» ... 4, durch das 
Fundamentalsystem «,. #4, ... a, ersetzt Nach einer bekannten Eigenschaft 


der Unterdeterminanten (vergl. Drioschi Determinanten $. 7 Formel 61) er- 
giebt sich nun ohne Mühe, dass dieser Coefficient gleich ist dem Coefficienten 


von w“ in der Gleichung A =0. 
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l. Es seien die Wurzeln der Fundamentalgleichung (6.) w,. ®;. ... @, 
alle von einander verschieden, so ergiebt die Substitution jeder derselben in 
das Gleichungssystem (5.) ein Werthsystem &. 3, ... x„. Das zur Wurzel 
o, gehörige Werihsystem dieser Grössen sei Cu» Ca2> :: : Cm, SO liefert die 
Gleichung 


(T.) U — Cs Yıt CaYat + Com Ym für ae 1, 2, ... Mm 


m Funetionen %. %.» ... %,, Welche ein Fundamentalsystem bilden. Denn 
selzt man 


jr 2r ny—1 
\ 
a: ge 


so ist a,.(@2—a) * in der Umgebung von a eindeutig. Man hat daher 
% = (T-a)'’p; 


wo g, eine nach ganzen Potenzen von r—a und von (2 —a)' fortschreitende 
Reihe ist. — Da aber die Differenz zweier der Grössen r,. 73. ... r„ weder 
Null noch eine ganze Zahl ist, so kann eine Gleichung der Form 


C(z-a)' p+G(a-a)”?g+--+0,(2-a)”yp. = 0, 


wo Ü,. ©. ... C, Constanten sind, nicht bestehen, ohne dass diese sämmtlich 
verschwinden; woraus sich ergiebt, dass «,. %., ... @,„ ein Fundamental- 


system ist. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im Allgemeinen gehört zu jedem singulären Punkte a ein Fundamental- 
system U,» Us - - - Y,, dessen sämmtliche Elemente mit Potenzen von x —a 
multiplieirt, in der Umgebung von a eindeutig werden, so dass 


Q unse > \R; — 4 » \fg —— [ . Km ‘ 
(Ys u, - (4 u; -(Yı >» U, — (TG) ‚fs ee Um _— TG) Pns 


wo k,. ha, ... A, bestimmte endliche Grössen und Yı. fr», : - : P„ in der 
Umgebung von a eindeutige Functionen sind. 

ll. Wir nehmen jetzt an, es seien Wurzeln der Fundamentalgleichung 
(6.) einander gleich, und zwar seien 4, Wurzeln gleich »,,. A, Wurzeln gleich 
©. elec. A, Wurzeln gleich ®,, wenn ®,. &,... ®, die von einander ver- 
schiedenen Wurzeln bedeuten, so dass ,+4,+:'-+4,= m. Bezeichnen wir 
mit ©’ die Function, in die irgend eine Function eo nach einem Umlaufe um 


den Punkt a übergeht, so gilt folgendes Theorem: 
Ist » eine 4A fache Wurzel der Fundamentalgleichung (6.), so gehört 
zu derselben eine Gruppe von Integralen von folgender Eigenschaft: 
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% = dt WU, 
(10.) . N u, = Wh FW FWU;, 
Ü; = 0, + Wat ++ Be, 


wo die mit zwei Indices versehenen Grössen w Constanten sind. Die zu den 
verschiedenen Wurzeln w,. %., ... @, gehörigen Gruppen von Integralen con- 
stituiren zusammen ein Fundmentalsystem. 

Um diesen Satz zu beweisen, verfahren wir folgendermassen: Es ist 
oben die Existenz eines Integrals nachgewiesen, welches nach einem Umlaufe 


um den singulären Punkt « übergeht in sich selbst multiplieirt mit @,. be- 


l 
zeichnen wir dasselbe mit «,. Es ist offenbar erlaubt, das Fundamentalsystem 


(Yı> Y25 --: Ym), von dem wir ausgehen, durch ein zweites zu ersetzen, in 


welchem u an die Stelle eines der Elemente y getreten ist. Giebt es eine 
zweite Wurzel der Gleichung (6.),. die gleich w, ist, so führt ein Verfahren. 
welches demjenigen ähnlich ist, das wir oben bei den Gleichungen (2.) bis (5. 
angewendet haben, zur Bestimmung eines Integrals u; als lineare Function der 
Elemente des zweiten Fundamentalsystems derart, dass 


1 u a ) 
% = Wr W,Ur, 


ı 


wo @,, eine neue unbestimmte Constante ist. Es ist alsdann erlaubt, das zweite 


Fundamentalsystem durch ein drittes zu ersetzen, in welchem «, an die Stelle 
eines der m—1 übrigen Elemente y getreten ist. — Ist eine dritte Wurzel der 
Gleichung (6.) gleich w,. so wird man ein Integral u, als lineare Function 
der Elemente des dritten Fundamentalsystems bestimmen können, derart dass 


i l i l l I) 
U; — >| u, -+ UsJ u, 4- ww, U; . 


l } 


WO @;,. 0, neue unbestimmte Constanten sind. Es ist wieder erlaubt. das 
dritte Fundamentalsystem durch ein viertes zu ersetzen, in welchem u, an die 
Stelle eines der noch übrigen m—2 Elemente y getreten ist. Fährt man so 
fort. so wird die Existenz einer Gruppe von 4, Integralen, die zur Wurzel w, 
gehört und die im Satze characterisirte Beschaffenheit hat, nachgewiesen, und 
zu gleicher Zeit ein Fundamentalsystem hergestellt, worin 4, der Elemente y 
durch die Functionen dieser Gruppe ersetzt sind. Indem man nunmehr von 
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diesem Fundamentelsysteme ausgeht, wird ebenso die Existenz der zur Wur- 
zel w, gehörigen Gruppe von Integralen nachgewiesen, und es wird möglich 
sein, ein Fundamentalsystem herzustellen, welches die zu den Wurzeln w, und 
«9, gehörigen Gruppen von Integralen als Elemente enthält. Indem man von 
diesem Fundamentalsystem ausgeht, und so fortfährt, wird schliesslich gezeigt, 
dass zu jeder Wurzel &, der Gleichung 6.) eine Gruppe von 4, Integralen 
mit den im Satze angegebenen Eigenschaften gehöre, und dass alle Gruppen 
zusammen ein Fundamentalsystem bilden. 

Aus diesem hier angedeuteten Verfahren geht zugleich hervor. dass 
die mit doppeltem Index versehenen Grössen » der Gleichungen (10.). wenn 
sie nicht verschwinden, willkürliche Werthe annehmen können. 

Als Corollar zu diesem Theoreme ergiebt sich ein Satz, welcher das 
Verhalten der Elemente eines Fundamentalsystems, folglich eines jeden Inte- 
grals, in der Umgebung eines beliebigen singulären Punktes kennen lehrt, in 
dem Falle, dass die zu diesem Punkte gehörige Fundamentalgleichung gleiche 
Wurzeln hat: 

Es sei a irgend ein singulärer Punkt, und von den Wurzeln der zu- 


gehörigen Fundamentalgleichung seien 4, gleich w,., A, gleich w,, ... A, gleich w,, 


wO Wi Dar... W, von einander verschieden sind, und ),+h,+ +), =m, 
so giebt es ein Fundamentalsystem, dessen Elemente in Gruppen vertheilt wer- 
den können, derart dass zu jeder der verschiedenen Wurzeln w,, w,, ... @, 
eine Gruppe von resp. je kıs Aa, ... A, Integralen gehört. Es sei w eine der 
Wurzeln und 4 der Grad ihrer Vielfachheit, so hat die zu derselben gehörige 
Gruppe von 4 Integralen u, %:, ... u, die Gestalt: 

u = (T—-4)pu, 

\" = (7-4) pat(C—4)Yn.logie—a), 
a1.) (% = (2a Ypy1+\2—a)'Ypy.log(e—a)+(2—a)Y,.[log(c—a)]”, 


u = (t-a)/put(c—a 'p».log(2--a)+ + (2—-a)' Yu. [log(x—a) ‘", 


wo r einen der unendlich vielen um ganze Zahlen von einander verschiedenen 


Werthe des Ausdruckes _— logw bedeutet, und die Grössen p in der 
ay— 


Umgebung von a eindeutige Functionen von x sind, zwischen denen die Beziehung 
besteht, dass jede derselben eine lineare homogene Function der Grössen > 
Pr» Pi» --: Pr mit constanten Coefficienten ist. 











ET 











Fuchs, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 137 


a a a 
Um diesen Satz zu beweisen, sei #,, ®, ... a, die zur Wurzel w, 
gehörige Gruppe des vorigen Theorems, und es werde vorausgesetzt. dass 


a a a 


von den Integralen «,,. ,. 4,1, wo o<{4,. bereits erwiesen sei. dass 
den ersten o—1 der Gleichungen (11.) angegebene Form haben. 


sie die in 
Man setze nunmehr 


a 
(12.) u,= v,+r.log(r—-a)+P,[|log(z—-a)]+---+v,,[log (2—-a)]"", 
so ist offenbar, dass man die Functionen ®,., ©,3, ... ©,, beliebig wählen darf. 


während alsdann o,, durch diese Gleichung bestimmt ist. Wir wählen jene 


Functionen so, dass 
Un Zr ur Ü2> U, na ur Ü3> ’ : . 7 =. V Ü no > 


/ r, u fr ‘ i . . r 
d. h. dass „= (2-a)'y, für b=2, 3, ... 0, wo Y, eine in der Umge- 





. . . . 1 . 
bung von a eindeutige Function bedeutet, und r, = 3, log w. ist. 


Setzt man in die Gleichung 
a a a a a a a 


(13.) u, = 0 FW ++W,,_1U,_ 1 + WU, 


1 


a 
linkerhand für «, den Werth, der aus der Gleichung (12.) hervorgeht, wenn 


man an die Stelle von ©,5, ©,3» - - - ®,, TESP. W,d.2, O5, W,%,,, und 

an die Stelle von log(x—a) den Ausdruck log(z—a)-+?2ni und endlich v,, 
a a a 

an die Stelle von o,, setzt; und rechterhand für w,. @.... “,_, die für die- 


u 


selben gültigen Ausdrücke aus den Gleichungen (11.) und ebenso für «, den 


Werth aus der Gleichung (12.), so darf man, nach Weglassung des Ausdruckes 
©,v„log(2—a)+w,v,[log(z—-a)] + +w,e,,[log(z—a)]?"" auf beiden Seiten. 
die Coefficienten der gleichhohen Potenzen von log(r—a), von der ersten bis 
zur o9— 2”, einander gleichsetzen, wodurch man o—2 Gleichungen erhält. 


Die letzte dieser Gleichungen giebt o,, als lineare homogene Function der Grössen 
a a a 


y,.(2—a)*, die in den Functionen %,. %, ... a,_, enthalten sind. Setzt man 
diesen Werth von o,, in die vorletzte Gleichung ein, so giebt diese ®,,_. als 
lineare homogene Function derselben Grössen. Setzt man die gefundenen 
Werthe von o,, und o,,_, in die drittletzte Gleichung ein, so giebt diese ®,,_. 
als lineare homogene Function derselben Grössen. Fährt man so fort, so be- 
stimmt man ©,3% ©,45 ++. Zr als lineare homogene Functionen derselben Grössen. 
Es ist alsdann noch eine Gleichung von folgender Form zu befriedigen: 
(14.) © ıt+Ww,2niv,+ A = 09,0.+B, 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 18 
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wo A eine lineare Function der Grössen ©,3, Our - - - v,, und B eine lineare 
a a a 

. A FG ; r j . r 

Function der Grössen g,(2—a)‘, die in %, %, ... %,_, vorkommen, ist. 

Denkt man sich in A für die Functionen ®,3, ©» ... ®,, ihre bereits be- 


stimmten Werihe gesetzt, so darf man ®, durch die Gleichung 
(15.) 0,27iv „+ A = 


bestimmen, so dass auch e,, als lineare Function der Grössen y,(2—a)"*, 
a a a 

die in #,. %, ... 4,_, Vorkommen, bestimmt ist. — Es ergiebt sich alsdann 

für v,, die Gleichung 


(16.) O1 — DV ,ı- 
. / r . . . r 
Aus dieser folgt, dass o,, = (2—a) "g,, ist, wo f,ı eine in der Umgebung von 
a eindeutige Function bedeutet. 
a 
Hieraus folgt nicht nur, dass auch «, die in Gleichung (11.) ange- 


nommene Gestalt hat, sondern dass die in dem Ausdrucke derselben vorkom- 
menden Grössen p mit Ausnahme von f,ı lineare homogene Funclionen der 


a a a 


in den integralen w,, %, ... %,_, enthaltenen Grössen g sind. 


o—1 
a 
Da nun x, nach den im Anfange dieser Nummer gemachten Entwicke- 
lungen, jedenfalls die in der ersten Gleichung (11.) angegebene Gestalt hat, 
a 


so folgt aus den jetzigen Auseinandersetzungen für a, die Form in der zweiten 
Gleichung (11.), alsdann für 0, die Form in der dritten Gleichung (11.) u. s. w., 
und zugleich ergiebt sich, dass alle Grössen g einer Gruppe lineare homogene 
Funetionen derjenigen sind, welche nicht mit einer Potenz eines Logarithmus 
multiplieirt sind; so dass hiermit unser Satz erwiesen ist. — 

Ist der Punkt » ein singulärer Punkt, so substituire man in die Diffe- 
rentialgleichung (1.) = statt x, alsdann gehört zu dem singulären Punkte t=0 


ein Fundamentalsystem der Form (9.) oder (11.), welches das zum Punkte 
.. . . [ 1 
2 —= x gehörige ist, wenn man wieder = — setzt. 


Die Functionen y der Gleichungen (9.) oder (11.) lassen sich in der 
Umgebung von a in Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von z—a 
und (2—.a)” fortschreiten. Sind die Coeffieienten dieser Reihen in gegebenen 
Fällen vermittelst der Differentialgleichung, in welche die Ausdrücke u zu 
substituiren sind, bestimmt, so ist das Verhalten der Integrale in der Umge- 


bung von «a vollständig bekannt. 








DREIER SR 
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Um den Verlauf eines Integrals in der ganzen Ebene zu erforschen. 
müssen noch die Coefficienten der linearen Substitutionen untersucht werden. 
wodurch sich die zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen Fun- 


damentalsysteme durch einander ausdrücken. 





A. 
Wir nehmen jetzt an, dass in der Differentialgleichung 
d” y d"'y dry 
(1.) & — » ie no — 1... th 
\ J de" Pı der! P: de"? j t Pı Y 
die Coefficienten P,, P:, --- ?„ in der ganzen unendlichen Ebene eindeulige 


Functionen von x seien. die nur für eine endliche Anzahl von Punkten «a. 
Ay, ... a, unstetig werden. Ausserdem muss jetzt im Allgemeinen der Punkt 
x als singulärer Punkt aufgefasst werden. 

Die Querschnitte, wodurch die Fläche T’ in eine einfach zusammen- 
hängende T” zerlegt wird. sind jetzt Linien, welche von den um die Punkte 
A, Ay. ... a, beschriebenen beliebig kleinen aber endlichen Kreisen aus- 
gehend, sich selbst und die übrigen niemals schneidend ins Unendliche verlaufen. 

Unter einem zu einem singulären Punkte a, gehörigen Fundamental- 
systeme verstehen wir von jetzt ab ein solches, dessen Elemente in der Um- 
eebung von a, die Form (9.) oder (11.) der vorigen Nummer haben. 

Wir stellen uns nunmehr folgende Aufgabe: 

Es soll die Beschaffenheit der Coefficienten pı, Pr. -:- P„ der Diffe- 
rentialgleichung (1.) ermittelt werden, in dem Falle, dass jedes Integral y der- 
selben mit einer endlichen bestimmten Potenz von z—a, multiplieirt für <= a, 
nicht mehr unendlich werde, wenn a, einer der go singulären Punkte ist, und 
dass y mit einer endlichen bestimmten Potenz von - multiplieirt für = x 
ebenfalls nicht mehr unendlich werde. 

Es ist offenbar, dass in diesem Faile in den Elementen eines jeden zu 
irgend einem singulären Punkte a, gehörigen Fundamentalsystems die Grössen 4 
nur eine endliche Anzahl von Potenzen von (2—a,)"' enthalten. Ebenso werden 
in dem zum Punkte » gehörigen Fundamentalsysteme die Grössen y nur eine 
endliche Anzahl von Potenzen von x enthalten. 

I. Wir setzen für oo das Zeichen a,,,, und bezeichnen ein Funda- 


r - . en . (:) (i) (r) 
mentalsystem, welches zum singulären Punkte a, gehört, mit yı » Y2 » -:- Ym - 
Da die Grössen yı , Y: » --. 9, für jeden Werth von ö aus der Zahlenreihe 
1, 2, ... o+1 ein Fundamentalsystem constituiren, so darf man setzen: 


18 * 
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(1) ) | G) ,@) 
Yı Zune * Yı + y2 + + bin! Yın by) 
\ (1) G) @) 
6 ıY» =. baut yı. + =) "he + br Y Yın b 
2). 1% 
() np“) h“ b“ 
\ Yın => b.1yı 2 bn2ys Ph. .. a, 
wo die Grössen b,, Constanten bedeuten. Wir wollen die Substitution 
u® (i) 
er, 4: 
() (i) () 
\ ba} Di . . . b bin | 
5 a m . | 
() () () \ 
5 b: ae B. | 
mit (BD), bezeichnen, und für i=1,2,...o 
R ” x 
| y® = (2-0) g0, 
(3.) und für <=o-+1 
yetd — AYerbe ern 
a L» a 


\ 


setzen, so dass die Function y/ eine ganze Function von log (x—a;) bedeutet, 
deren Coefficienten in der Umgebung von a, eindeutige Functionen von x sind, 


| h ; 1 . ö 
und ebenso y\f'” eine ganze Function von log —, deren Coefficienten in der 


Umgebung von » eindeutige Functionen von x sind. 


.o+1 
2y—l.r. 


(A.) o.=—e m 


;m die m Wurzeln der zum singulären Punkte «, ge- 


Setzt man alsdann für i=1, 2, 


so sind @,,, 
hörigen ne Ag 
Nach einem Umlaufe um den sineulären Punkt «a, gehen die Functionen 
ie) 18 


(1) (1) 


ı 392 9 
dung einer gewissen Substitution (7), erhalten werden, 
den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer _ ergiebt. 
jene Functionen übergehen, wenn man einen Umlauf um den Punkt «a, macht, 


muss man auf dieselben zuerst die Substitution (B);, darauf eine Substitution (R);, 


i) 
vermöge deren die linearen Functionen von Yın ys War se 


in welche die letzteren Functionen nach einem Umlaufe um «, übergehen, und 
deren Form aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich ergiebt, 
und endlich die Substitution (D)7', womit wir wieder die inverse Substitution 
bezeichnen, anwenden. 


WI. bp) 


is . . .. 

y,„ in lineare Functionen derselben über, welche durch Anwen- 
deren Form sich aus 
Um zu finden. worin 


bestimmt werden. 





von (D), 
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Durchläuft x in directer Richtung die Begrenzung einer Fläche, welche 
die sämmtlichen singulären Punkte enthält, darauf dieselbe Curve in entgegen- 
gesetzter Richtung, so erhält die Function offenbar ihren ursprünglichen Werth 
wieder. Der letztere Weg ist aber einem Umlaufe um den Punkt » gleich 
zu achten, während der erstere durch die successiven Umläufe um die ein- 
zelnen singulären Punkte ersetzt werden kann. Man kann sich demnach, wenn 
man den Punkt © mit zu den singulären Punkten rechnet, auch so ausdrücken: 
die Function nimmt zuletzt ihren früheren Werth an, wenn man successive 
alle singulären Punkte umkreist. 

Bezeichnen wir eine Substitution (S),. die durch Zusammensetzung meh- 


rerer anderer (A), (l), ... entstanden ist, symbolisch mit 
N / » / 
(8) = (k)(l)...; 
so werden die Werthe, welche die Functionen y}’, yS’ ... y% nach succes- 


siver Umkreisung sämmtlicher singulärer Punkte erhalten, gefunden, wenn man 
auf dieselben die Substitution 
\—l n.2 —1 ’D\ y De 
(R),(b): (R)(b); ( 3, (R);(b); Rn (B),+H(R), alD)H 


anwendet. — Weil nun durch diese Substitution die Funclionen y\, 45’, ... 44, 
jede in sich selbst verwandelt werden, so muss sie mit der folgenden über- 
einstimmen: 
100 0 
|010..0] 
001 0) 


E ER 

Da aber die Determinante aus den Elementen einer Substitution (S). 
die aus den Substitutionen (A). (!) ... zusammengesetzt ist, gleich ist dem 
Producte der Determinanten aus den Elementen von (k),. von (!) etc.. so muss 
Det. (R), Det. (B),Det. (R), Det. (B)7'. Det. (B),Det. (R),Det.(D)5'......... ' 
Det. (B),,. Det. (R),, Det. (B),}, = I 
sein. 

Nun ist 

Det. (B),.Det. (B)7' =1, 

und wie aus den Gleichungen (10.) der vorigen Nummer sich leicht ergiebt. 


nn 


2niB, Na 
Det. (R), nu DV; WW 80 Gm =e ; 
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folglich ist 
o+1 m 
(9.) Sala — einer ganzen Zahl. 

Diese ganze Zahl wollen wir mit k bezeichnen. 

Nennt man r,, den Exponenten, zu dem y\” gehört, so kann man die- 
ses Resultat so aussprechen: 

Die Summe der Exponenten, zu welchen die Elemente der sämmtlichen 
o-+1 Fundamentalsysteme gehören, ist eine ganze Zahl. 

Oder auch 

Die Summe der Logarithmen der Wurzeln der o-H1 verschiedenen Fun- 
damentalgleichungen ist ein ganzes Vielfaches von 2 y—1. 

II. Man kann annehmen, dass in den Gleichungen (3.) die Grössen 
r,, so gewählt sind, dass g\” für z= a, nicht verschwindet und nur x wird 
wie ein Ausdruck der Form 

L = a+blog(e—a,)+c[log(«—a,)]+---+1[log(z — a)", 

und gy$°' für = © nicht verschwindet und nur © wird wie ein Ausdruck 


l = ad+b/logx+c(logx)’+---+7(logx)". 











In den Ausdrücken Z und Z’ sind a, b, ce, .... /,a', b', €, ... !' Constanten 
und r und r’ ganze Zahlen. 
Es ist 
d"y‘ Br ee y“ ) (ö) 
— 1 | — BEE. „EEE U ... y Pr 
de" Pı der—ı + Pr dar? + +PmYı 
d”y u" y ee (i) ( 
- een GM — — PENEEEIENGEREDENR..... SE. BEEEER 2 ... y 0 
Tr? u Jar "= +P2 mr tr" TPnYr > 
d’yn d”'yW) yo (@ 
er u er u ma tr PP Ym 
Setzt man die Determinante 
m—I (i) m—?2 (i 
00 ME 00 "ARE 
dar! da”? 1 


m—1 (ki) m—?2, (i) 
d 9 Ü " _ 


der! dar? 2 u. A® 
0 9 





m—1 fi —?2 (i 
al SE u Bun 





| dar dar 2 


| 


und bezeichnet mit A? diejenige Determinante, welche man aus A/” erhält, 
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wenn man die a’ Verticalreihe der letzteren durch =. ie De an 
ersetzt, so ergiebt sich | 
Fe) eu = Ar. 
Aus den Gleichungen (2.) folgt die Relation 
(8) AWP = Det.(B),AY 
() @) 


für a=0, 1,2... m. — Da sowohl yV’, y®,... y% als auch y®, y’,...y“ 
ein Fundamentalsystem constituiren, darf Det.(B); nicht verschwinden. Daher 
sind AU und A|? zu gleicher Zeit eindeutig oder mehrdeutig, endlich oder 


’ 


unendlich, Null oder von Null verschieden. — Da ferner y\’ (2 —a,) * für 
84, \*) 34 
d’y, A 


x =a, nicht verschwindet und nur unendlich wird wie Z, so hat a (2-4,) 
dieselbe Eigenschaft. — Nach einem Umlaufe um a, geht A\” über in Det. (R),. AU. 
’ ai r 1 

folglich ist A{’ von der Form (z— a,)'y, wenn man & =3,71108 gDet.(R), setzt 


und wo w in der Umgebung von a, eindeutig ist. Daher enthält der ent- 
wickelte Ausdruck von A, für a=0,1,... m keine Logarithmen, und 
b — 
—_— ar 4 
A (2—a,) ist in der Umgebung von a,. ebenso wie 
En} m(m—1) 
a’rıa 
BrMT, ‚ 
AN (2—a,) in der Umgebung von a, eindeutig, endlich und con- 


r m (m - 1) 
ui Sat 
tinuirlich. Nach der Gleichung (8.) hat daher auch A. (2 — a,) 


in der Umgebung von a, dieselbe Eigenschaft. — Hieraus folgt, dass der 
Ausdruck 
m(m-1) n m (m-1 


-Sar2at u 1 7 
. (2—a,) r 


m (m-1 
: un 
K, = Al. (2—-a,) .(2—4;) 
für alle endlichen Werthe von x eindeutig, endlich und continuirlich ist. 


1.4 ne M i i 
Weil ferner er. + für e=& nicht verschwindet und nur 








yaerı 
unendlich wird wie L/, so hat —— (- ) erba dieselbe Eigenschaft, und 
daher sind, da wieder der ER Ausdruck von: A|?" keinen Logarithmus 
m(m-1) “Tr 1 
R j Zar N o+ at — ‘ PA No+i -) 
enthält, AV, x und A. x in der Umge- 


bung von 2=x eindeutig, endlich und continuirlich. 
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Daraus folgt, dass X, für = unendlich ist höchstens von der Ordnung 


o+1 m x 
nn zZ 2 m (m—1)  m(m—1) 
2, &,ra+ (0-1) —Z— er + get: 





Setzt man, wie am Schlusse der No.2, in die Differentialgleichung (1.) 


v„=y" /zdx, und wenn z, ein nicht verschwindendes particuläres Integral der 





Differentialgleichung in z ist, z= z fu dx, und wenn «, ein nicht verschwin- 


- 


dendes Integral der Differentialgleichung in « ist, u=ufode, und fährt so 
fort. so erhält man schliesslich eine lineare Differentialgleichung erster Ord- 
nung. deren Integral wir mit «© bezeichnen wollen. Es ist offenbar. dass 


man die Integrale z,. %., ©, ... so wählen kann, das y”’=y"/z,d«, 
y’ = vn fzfu dx, etc.. und dass die Integrale der Differentialgleichungen in 
=. u, ec. ... w sämmtlich die Eigenschaft haben müssen. mit bestimmten Po- 


nz 


tenzen von z—a, multiplieirt für z=a, endlich zu werden. damit den Inte- 
oralen der Differentialgleichung (1.) diese Eigenschaft zukomme. Da nun 


y'’.(r—a,) ” für 2=a, nicht verschwindet und nur © wird wie L, so hat 
Bor 


w =. a 2. 
y’.2,(2—a,) ”* dieselbe Eigenschaft. Da ferner y’.(=—a,) "” diese Eigen- 


schaft hat. so kommt dieselbe auch der Function y.z,u, (2 —-a,)) ” zu ete. — 


Nun aber ist nach Gleichung (9.) in No.2 
A® anne Er ri ul at u Ben , 


wo Ü eine Constante bedeutet, oder 


ACO) — (CO 49 (ud na) - ul) = \ (u) 2 
AU = Ct.” (y°-3) yet 31-00) - - (WB. 
daraus folgt. dass der Ausdruck 
m(m-1) 5 m(m-1. 
——afiatr 9 - Bela 5 
AU, (2—a)) und daher auch A. (2 —a,) 


für 2 = a, nicht verschwindet. und da er. wie schon bemerkt. keinen Loga- 


rithmus enthält, auch nicht unendlich wird. — 
Mit Hülfe desselben Satzes aus No.2 wird gezeigt, dass 


r m(m-1) m (m-1) 
Zur, Hart en Sal Hat 
AN 2 und daher auch AU’. x 


0 


für z = wo nicht verschwindet und nicht unendlich wird. 
Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich (vergl. No. 2) 


; pıdx 
A me Ce 
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ER m(m—1 
EN 2 . _fpidx Eee TE 
wo C eine nicht verschwindende Constante ist. Damit ef  .(z-a,) n 


Pr 


in der Umgebung von a, endlich, eindeutig, continuirlich und von Null ver- 


schieden sei, muss 
lim(z—a).p, für ce =a 


\—1 


einen endlichen Werth haben. Bezeichnet man den Coefficienten von (2 —a)) 
in der Entwickelung von p, nach steigenden Potenzen von (2—a,) mit 7), 











so muss 
, m(m—1 
I; a PH 
2 
. m(m—1) 
&i Sarotrat 
’ . pıdaı s 2 ! 
sein. — Damit ferner x in der Umgebung von & 
eindeutig, endlich, continuirlich und von Null verschieden sei, darf 
lim(z.9,) für = 
nicht unendlich sein. Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit %. so hat man 
m(m—1) 
° u N erte“ 2 ’ 
so dass 
e m(m —1) 





9) 31-8 = k-e-1)77 


i 


Da aber p, der Voraussetzung gemäss in der ganzen Ebene eindeutig 
und nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unendlich ist, da wir ferner 
jetzt gefunden haben, dass es in diesen Punkten von einer endlichen Ordnung 
unendlich und für = & nicht unendlich ist, so ist p, bekanntlich eine ra- 
tionale Function von «. 

Die Bedingung, dass lim (xp,) für = ®x nicht unendlich sei, erfordert. 
dass der Grad des Nenners von p, mindestens um eine Einheit höher ist als 
der des Zählers; in Folge dessen ist aber bekanntlich 


Z.0-8 = 0, 
so dass sich aus der Gleichung (9.) ergiebt 


(10.) B ee, 


2 


Daher ist K,, eine Constante, und zwar ist diese Constante von Null 





verschieden, weil A\ nicht verschwinden darf, wenn yı . 9» -.. y, ein 
Fundamentalsystem constituiren sollen. 
II. Auf ähnliche Weise findet man, dass der Ausdruck 
Journal für Mathematik Bd, LXVI. Heft 2. 19 
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N - N 
; BE a ” Be _ 1) Re Zi 2 TER nn 1) +6 
K,-A, (0-4,) PR (2-q, , 
wo b jede der Zahlen 1, 2, ... m bedeutet, für jedes endliche £ eindeutig. 
m — 
0 Bu To+l,a + ( Ip 
continuirlich und endlich ist. — Da ferner A, in der 


Umgebung von x eindeutig, endlich und TREFFER ist, so folgt, dass 
der Ausdruck K, eine ganze Function höchstens vom Grade 


m D4(o—1)6 = (o—1)b 





-k+(0-1) 
ıst 
Bezeichnet man daher mit F,(x) eine ganze Function von x höchstens 
vom Grade s, so folgt mit Hülfe der Gleichung (7.): 
2 IDEE Fo (€) 
11) mp = (© — a)’ (2— a,)...(2— a,)” 
id re 
Die Differentialgleichung (1.) muss daher, um den in der Aufgabe ge- 
stellten Forderungen zu genügen, die folgende Form haben: 














d” y 
19 | de" 
4 e 18) ee ae Fun) dry 3 Fm-ye-n®) = 2 Fnco- 22), 
7 da” —! w’ de"? 1; wer m 
DO 


v = (e-M)(2—-9)...(2—0, 
gesetzt ist. 
Wir werden in der nächsten Nummer umgekehrt nachweisen, dass jedes 
Integral dieser Diilferentialgleichung mit einer bestimmten endlichen Potenz von 
x —a, multiplieirt für e=a, endlich wird, wenn a; irgend ein singulärer Punkt 


ist, und dass jedes Integral mit einer bestimmten endlichen Potenz von — 


multiplieirt für & = & dieselbe Eigenschaft hat. 
IV. Setzen wir 





Fyc-1 (2) .(@ — a;)* Er (2) 
a“ en 
für a=1,2,... m, so lässt sich die Differentialgleichung (12.) folgender- 
massen schreiben: 


day _ Pu) deiy | Pal) dry |, Ar Pin (@) 


(2 — a)’ da"? a," ‘ 











(13.) 


de (z—a,) da"! 
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Es sei 
y = (e-a)u, 
so verwandelt sich diese Differentialgleichung in die folgende: 


! ! N 
d” u Pı(z) dr—!u Pale) drin |  Pum(®) 


cz ... m Te  — - _ U 
f zT ne a;)" 





(14.) 


e da (z—a) de"! ' (2—a)’ dar? 





wenn man zur Abkürzung setzt: 














Pt) 2 
— m(m a — a1) r(r—1)...(r—a+1)+ 
er (e-1)... (0042) Pula) 
DEREN 1) ..(p-43) Pula) 
a aan r(r—1)...(r—a+4)P,(x 
+..P,.,(x) 


ee, ..: 

Es wird in der nächsten Nummer gezeigt, dass die Differentialgleichung 
(13.) ein oder mehrere Integrale von der Eigenschaft hat, dass sie mit einer 
endlichen, bestimmten Potenz von r—a, multiplieirt in der Umgebung von a, 
eindeutig. endlich und continuirlich und in a, von Null verschieden werden. 
Ist (2 —a,)' diese Potenz für eines dieser Integrale, so muss der Differential- 
gleichung (14.) durch eine in der Umgebung von a, convergente Reihe 


vs 
u= 2,02 —-a,) 
0 


genügt werden, wo c, von Null verschieden ist. Setzt man diese Reihe für 
„ in die Differentialgleichung ein, so ergiebt der Coeflicient von (2—a,)"" die 


Gleichung 
P.[a).c, = 0. 


Da aber ce, von Null verschieden ist. so muss P,„(a,)=0 sein. Sind daher 


vv, y®. ... yl® Elemente des zu a, gehörigen Fundamentalsystems, mil 
der angegebenen Eigenschaft, so sind die Exponenten r,, Fa, -:- 7, ZU 


denen sie gehören, Wurzeln der Gleichung 
r(r—1)...(r—m+1)—r(r—1)...(r—m+?).P,(a,) 


—r(r—1)...(r—m+3)P;(a)— + —rP,n-ı(la)—Pin(a) = 0. 
19 * 


(15.) 
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Setzt man I=—, so findet man ohne Mühe, dass die Differentialgleichung 


(12.) übergeht in: 





ey DD day @® :(D dm—2y Dn(D , 
(16.) dir ar t dm-ı + dir—? ee BR. im Y> 
wo die Grössen $&,(t), P;(t), ... P,„(t) rationale Functionen von £ sind, die 


für £=0 endlich bleiben. Es ergiebt sich alsdann, dass wenn ya, ya», .. 
y''» diejenigen Elemente des zum Punkte » gehörigen Fundamentalsystems 


sind. welche mit einer bestimmten endlichen Potenz von - multiplieirt in 


der Umgebung von z= » endlich, eindeutig und continuirlich und für = x 
von Null verschieden werden, die Exponenten r,411> Forı2s ++ For, ZU 
zu denen sie gehören, Wurzeln der Gleichung 
47) | r (r—1)...(r -m+1)—r(r—1)...(r—m+2)®#,(0) 
 IHr(r1)...(r—m+3) (0) —rB,_,(0)—8,(0) = 


sind. — 


u 
>. 
Um den in der vorigen Nummer versprochenen Nachweis zu geben, 
gehen wir von der Differentialgleichung: 


dy _ Pula) deiy , Palo) dey Pa) , 
(1.) de" z—a; dritt aa u a a," I 


aus, wo i eine der Zahlen 1, 2,... oe bedeutet. Die Wurzeln der Gleichung 
r(r—1)...(r—m+1)—r(r—1)...(r—m+?R)P,;,(a)— 
e) r(r—1)...(r—m+3)Pa(a)— "—rP;n-la)—-P(a) = 0 
denken wir uns so geordnet, dass der reelle Theil jeder folgenden in alge- 
braischem Sinne nicht grösser sei als der irgend einer vorhergehenden, und 


sie seien in dieser Reihenfolge r,,, ra, -. - Fin: 
Setzt man nun 








y:= (2—a,) "u, 
so geht die Differentialgleichung (1.) über in 


. d"ru Qua) drtu 0:(x) dr—u O;n (€) 
ei - Zu Ta et ram 








wo die Grössen Q,,(x) aus den Grössen P;,(x) der Differentialgleichung (14.) 
der vorigen Nummer erhalten werden, wenn man in den Ausdrücken der 
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letzteren r,, statt r setzt, und in dem aus P;„(x) hervorgehenden Ausdruck 


den durch (2.) entstehenden Factor z—a, fortlässt. 
Wir formen nunmehr die Differentialgleichung (3.) um in: 








Ä BE 5 OR 
|(w-a) ZU -OQu(0)(e-0) 4 — 
dr u du 
— m—3 — u — = \ — — 
| Q: (q,) (x a,) dx m—? Q;,m-ı(@;) da 


4) \ 
/ m—l driu m—?2 d”" 
O,(x).(e@—a,) —+02(8). (2 — q,) Fa 


dx 


+++ 0;,n-1[l2).(2— a) Z jr + 0, (x) u. 
wo zur Abkürzung 


Vu(z) ag O.(a;) iu Q', (x) N O:(®) u 0.:(a;) Pe. 0. (x), 


2— 4; =— 4; 











j O;,m—1(&) — Qi,m-ı(4;) u Q' em (x) 


z— 64%; 


gesetzt ist. 
Versucht man dieser Differentialgleichung durch eine Reihe 


= 2,00 —4,)' 
zu genügen, so findet man für jeden positiven ganzzahligen Werth von k: 


( (k+1)k(k—1)...(k-m+2)—0Q,(a,).(k-+1)k(k—1)...(k—m-+3) 
(9.) — (a) (k+1)k(k—1)...(k-m+4)— — Q;n-1(a)(k+1)] Cr: 
= Aw&+ Ay Ct AR 2+ "+ Ar Co» 
worin die Grössen A sich aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen der 


Functionen O,(2), O2(2),. ... Q,(x) nach Potenzen von z—a, und aus 
numerischen Grössen durch die blossen Operationen der Addition und Multi- 


plication zusammensetzen. 
Die Gleichung 


(6 ) w(w—1)... (w—-m+?2)—0O,(a)w(w—1)...(w—m+3) 


— O0; (a)w(w—1)...(w—m+4)— "— Q,n-ıla,) = 0 
hat, wie ohne Mühe gefunden wird, die Wurzeln 
(7.) at, rat ara, -:: 1mram: 


Keine dieser Grössen kann wegen der über die Reihenfolge der Wur- 
zeln r;, Pas - » . 7. gemachten Voraussetzung einer positiven ganzen Zahl 
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oder der Null gleich sein. Demnach bleibt für jeden positiven ganzzahligeu 
Werth von k und für k=0 der Coefficient von C;ı der Gleichung (9.) 
von Null verschieden. Daher lassen sich mit Hülfe dieser Gleichung sämmt- 
liche Coeffieienten e unter der Form darstellen: 


(8.) u = U,c 
für alle positiven ganzzahligen Werthe von a. 
Es seien die Maxima der Moduln der Funetionen 


O,(). 0,(x), +, I ARRERL 37 0,.(*) 
in der Umgebung von a, resp. M,. M;. ... M,„_., M,,. so ist bekanntlich für 
ieden ganzzahligen positiven Werth von a: 


mod. (FG) —4.2.3...0 N. 


da ( 














0; (: En M, 
| mod.(- 2 I: ..23...0 2. 





(9.) z 
d° im x) IM, 

mod. ( Q x 2) ZUR. 
ar a, r\ 


wo r die Entfernung des Punktes «, vom nächsten singulären Punkte und 
(f(x)).. den Werth von f(x) für e=a, bezeichnet. 


Man bilde nunmehr die Differentialgleichung: 


























ER zu . ; d”2p dv 
ml2—a,” ——+tyn (2 —a)" tech en ER 
yı( Eu Try. ) 7 u u dx 
M, ar M ET ae, 
(2— 4)" : (2—a,)"" —-—— 
\ z—a; 4 de! + c—d, ) da" 
10. _ 1 —— 
| m a 
M„—ı dv M 
ee (2a) —+ - © 
| Ss —d; de L z—au ’ 
r r 
WO Yı= Yar ==: Ym-ı beliebige positive Grössen sind, jedoch der Beschränkung 


unterworfen, dass die Gleichung 

11.) yew—1l)...(we—m+3)+ypw(w—1)...(w—m+4)+. +7. = 0 
weder eine ganze positive Zahl noch die Null zur Wurzel habe. — Versucht 
man auch der Differentialgleichung (10.) durch eine Reihe 


= BSR (2 —a,)" 
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zu genügen, so ergiebt sich für jedes ganzzahlige, positive % die Relation 
[yı(k+1)k...(k-m+3)+yp(k+1)k...(k—m+4)+ + +7n_1(k+1)]g.. 
= Bo + b; Ir—ı 7 Ba Ir—2 2: yihe T B,; Jo» 


wo die Grössen B sich ebenso aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen 


b M M, M, 
der Functionen u; 


(12.) 


nach Potenzen von 








2—a’ 1 _ ZU 
r r r 

z—a, und aus numerischen Grössen zusammensetzen, wie sich die Grössen 

A der Gleichung (5.) aus den entsprechenden Coefficienten der Reihenent- 

wickelungen von Q,(z), Qs(2), ... Q,.(x) und aus denselben numerischen 


Grössen zusammensetzen. Da die Grössen B sämmtlich positiv sind, so folgt 











aus den Ungleichheiten (9.), dass 
(13.) DB. > mod. A, 
für a=0,1,...& 
Es giebt stets eine endliche Grenze für k, k=t, derart, dass für k — 
mod[%k(k—1)...(k—m+2)— Q, (a,) k(k—1)... (k—m+3) 
(14.) | — (0; (a,) k(k—1)... (k—m+4) — - — Q,._1(@)| 
U: > Yık(k—1)...(k—-m+3)+y:k(k—1)...(k-m+4) + +7Y._: 


Da nun nach Gleichung (12.) sich jedes g unter der Form 


(15.) 9 = BB. 
darstellen lässt, wo B, eine positive Zahl ist, so sind alle Grössen y positiv. 
wenn man g, positiv annimmt. — Aus den Ungleichheiten (13.) und (14. 
in Verbindung mit den Gleichungen (5.) und (12.) würde für jeden ganzzah- 
ligen Werth von %k folgen 
(16.) g, > mold.c,, 
wenn dieses für k <= t stattfände. 
Nun sei unter den Moduln der Grössen 
5 U Un in 
A der grösste, und unter den Grössen 
1, DB, D., en PB, 
B die kleinste, und c, so gewählt, dass 
(17.) A.mod.c,< Bg,. 


Da die Grössen g,. B und A von Null verschieden sind, so ist diese 
Ungleichheit immer erfüllbar und liefert für &, von Null verschiedene Werthe. 
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Alsdann ist für kt, folglich für jedes k 


9% > mod. c,. 
Wenn daher die Reihe 


n 

ul 2,9.(2—a;)' 

convergirt, so convergirt um so mehr die Reihe 
n 

u 2,004), 


wenn man über c, gemäss der Ungleichheit (17.) disponirt. 


Multiplieirt man die Gleichung (10.) mit 1- — 


di; 


und substituirt als- 





dann die Reihe für ©, so ergiebt sich für jeden ganzzahligen Werth von k 
[(k+1)k(k—1)...(k-m+3)yı+(k+1)k(k—1)...(k—m+4)y; 
++ +(k+1)Yn-1] 9a = 
18.) STR)... (k-m+2)(Z4 3) +klk-1)...(k-m+3) (2 4 M,) 
++ (24,1) + 19: 
Daher ist 


u + rrM 
im + (für k=-&) - 4 
9 rY 








und 
lim Kr (2 —a;)*r! u ’ +rM, -(z 
Ik (x ia a,)* ry 


Die Reihe für © ist daher convergent für alle Werthe von x, für welche 














B Be -- 
mod. (2 —a;) < er | 


Da y, und r von Null verschiedene positive Grössen sind, so findet 
die Convergenz innerhalb eines endlichen, um den Punkt a, beschriebenen 
Kreises statt. 

Daraus folgt, dass die Reihe 


Rn 
= I,0(e-a)‘ 
) 
innerhalb desselben Kreises convergirt. Es giebt daher eine innerhalb dieses 


Kreises und folglich nach No. 1 in der ganzen Umgebung von a, eindeutige, 
endliche und continuirliche und in a, von Null verschiedene Function x, welche 


der Differentialgleichung (3.) genügt. 











Fuchs, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 153 


Hiernach giebt es also ein particuläres Integral der Differentialgleichung 
(1.), %, welches mit (2a) ' multiplieirt in der Umgebung von a, eindeutig, 
endlich und continuirlich und in a; von Null verschieden ist. 
Setzt man jetzi 
(19.) = Yafz dr, 


so erhält man für z eine lineare Differentialgleichung m—1'" Ordnung der Form: 





a) ds _ Gala) des, Ga) ds, | Gmla) , 
\ 7 der! x —d; de"? (x -4;)" dr" a (x- a;)” Sa 
worin die Coefficienten @,(z), @3(X) ... @„-ı(2) Functionen sind, welche 


innerhalb eines endlichen den Punkt a, umgebenden Kreises S eindeutig. endlich 


und continuirlich sind. 
Die Wurzeln der Gleichung: 


r(r—1).. (r —-m+2)—r(r—1)...(r —m+3)@,(a:) — 
\ ) \ , \ ı\, 


(2°.) 


Ir'(r'—1)...(r —m+4)G,(a,)—--—r'@,»_2(0,) — G,„_ı(a,) = 0 


sind, wie leicht zu zeigen, 


(20.) a Ta —1, area —1, Ku —1, a ! im Sud r;ı £ I ° 
Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von r,, ra» - - - r;. gemachten Voraussetzung, in der Reihenfolge 


(20.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebraischem 
Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 
Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der zu dem 


Exponenten r,, gehörigen Function y, ergründet wurde, die Existenz einer 
1 e Auge —(,.7, rd a 
Function 3, nach, welche mit (@—a) ” "  multiplieirt innerhalb des Kreises 


S eindeutig. continuirlich und endlich und in a, von Null verschieden wird. 
Setzt man in die Gleichung (19.) z, statt z, so erhält man ein Integral der 
Differentialgleichung (1.) von der Form y, = 9+glog(r—a,. wo y, und g; 
nicht unendlich viele Potenzen von (x —a,)”' enthalten. so dass y, mit einer 
endlichen Potenz von z—a, multiplieirt für = a, endlich wird. 
Man setze nunmehr 
41.) ss = z,ftde, 


so erhält man für # eine lineare Diflferentialgleichung m — 2'” Ordnung der Form 











(1P.) a Gala) A Ga (a) dt Gm) f 
da"? .  2— a da" . (z—a,) der ET Pe At 
worin die Coefficienten G,(2), @2(&) ... @„_.(x) Functionen sind, welche 
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innerhalb eines endlichen den Punkt a, umgebenden Kreises S’ eindeutig, end- 
lich und continuirlich sind. 
Die Wurzeln der Gleichung 
(95 \ (rl —1)... (ee m+ 3)" 1)...(r"—m+4)G;, (a) — 
en Ir"(r"—1)...(r"—m+5) @(a,)—  —r" @,.3(a)— G,n.(a) = 0 


sind. wie leicht zu zeigen, 


(22.) Ya—ra—1, Fa—ra—1, er Fanta. 
Dieselben haben in Folge der am Anfange dieser Nummer über die 
Reihenfolge von r,. ra, ... 7; gemachten Voraussetzung, in der Reihen- 


folge (22.) die Eigenschaft, dass der reelle Theil jeder folgenden in algebrai- 
schem Sinne nicht grösser ist, als der reelle Theil irgend einer vorhergehenden. 
Man weist nun auf ähnliche Weise, wie oben die Existenz der Func- 


tionen y,, und z, ergründet wurde, die Existenz einer Function £, nach, welche 


. / u, |: . . . . ” . Y . u . . 
mit (e—a) ” " multiplieirt innerhalb des Kreises S’ eindeutig, conlinuir- 


lich und endlich und in a, von Null verschieden wird. Setzt man in die 
Gleichung (21.) t, statt f, so erhält man ein Integral der Differentialgleichung 
(1°.) von der Form 3, = 9,+glog(x—a,), wo g, und g, nicht unendlich 
viele Potenzen von (2 —a,)”' enthalten. Setzt man diesen Werth von z, statt 
s in die Gleichung (19.) ein, so erhält man ein particuläres Integral der Dif- 
ferentialgleichung (1.) der Form y,; = 9 +9 log(z — a,) +; [log (x —a,)]', 
WO f,, 2, Y, nicht unendlich viele Potenzen von (c—a,)"' enthalten, und 
daher 4, mit einer endlichen bestimmten Potenz von 2 —a, multiplicirt für 
x = a, endlich wird. — Fährt man so fort, so wird die Existenz von m par- 
ticulären Integralen der Differentialgleichung (1.), welche nach No. 1 in der 
sanzen Umgebung von a, definirt sind, und nach No.2 ein Fundamentalsystem 
bilden, nachgewiesen, die alle mit bestimmten, endlichen Potenzen von 2 —a, 
multiplieirt für e=a, endlich werden. Daraus folgt aber, dass alle Integrale 
der Differentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft besitzen. 

Aehnlich wird für den Punkt x der Beweis geliefert, indem man 
hierbei von der Differentialgleichung (16.) der vorigen Nummer ausgeht. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich also umgekehrt: 

Jedes Integral der Differentialgleichung (12.) der vorigen Nummer hat 
die Eigenschaft, mit einer bestimmten endlichen Potenz von «—a multiplieirt 
für jeden endlichen Werth von a, und mit einer bestimmten endlichen Potenz 


von x multiplieirt für = %x endlich zu werden. 
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6. 


An die Untersuchungen der beiden vorigen Nummern knüpfen wir 
noch einige Folgerungen. 

I. Wenn eine Function F die Eigenschaft hat, mit (2—a,) 
in der Nähe von a, die Gestalt einer ganzen rationalen Function von log (x—a,) 
(1.) (2—a)"F = + Yplog(r—a)+g:log[(z—a)"—+--+9Y,[llog(r—a,)]" 


anzunehmen, deren Coefficienten in der Nähe von a, eindeutige, endliche und 


Rh 


multiplieirt, 


continuirliche Funclionen von x sind. so kann k so gewählt werden. dass 
(2—a,)"F für e=a, auch nicht mehr verschwindet und nur unendlich wird, 


wie eine ganze Function von log(z—a,) 


L = a+blog(2—a,)+ c|log(z—a,)]"+---+1|log (= —a,)]' 
mit constanten Coefficienten a, b, ec. ... . Wir sagen alsdann in Ueberein- 


stimmung mit II. in No. 4, dass F zum Exponenten k gehöre. 
1) Es sei @(x) eine wie F beschaflene Function, so dass 


(2.) G(2) = w+w,log(2—-a,)+ vr, [log(2—a,)]’ ++ w,[log(2—a,)]\, 


und es gehöre G@(x) zum Exponenten r, so ist St(a)de (wo die Integrations- 
constante Null genommen wird) eine wie F beschaffene Function, die zum Ex- 
ponenten r-++1 gehört. 

Da es einleuchtend ist, dass das Integral /6@) dx eine wie F be- 
schaffene Function ist, so ist nur zu zeigen, dass es zum Exponenten r+1 gehört. 


Setzt man 
e. a 


(2—-a)".w = 3,64(2-4,)', 


0 
so ist 
u. a 

(3.) Je)dr — S, cf (x-alog(a-a)dr+S,2, af(©-a)' "log(z—a,)dx. 
Die einfache Summe und die Doppelsumme rechter Hand lassen sich resp. 
auf die Form (2 —a,'"'n und (2—a,)”''$ bringen, wo für x = a, die Function 
+ verschwindet, 7 aber von Null verschieden ist und nur unendlich wird wie 
ein Ausdruck 2. Hieraus ergiebt sich, dass fe @)de zum Exponenten 
r+1 gehört. 

2) Sind ferner @(x) und @,(z) zwei wie F beschaffene Functionen, 
die resp. zu den Exponenten r und r, gehören, so ist das Produkt eine wie 


F beschaffene Function, welche zum Exponenten r+r, gehört. 
20 * 
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Wir haben am Schlusse der vorigen Nummer ein gewisses Funda- 
mentalsystem hergeleitet, welches wir mit Hülfe der eben festgesetzten Prin- 
cipien näher untersuchen wollen. — Um das Element y,, zu erhalten, dient 
die Reihe der abgeleiteten Diflferentialgleichungen m —1'", m —?2'" bis zu der 
m—a+1"" Ordnung. Jeder dieser Differentialgleichungen entspricht eine ge- 
wisse Reihe von Grössen, und zwar denen von der Ordnung m—1 und m—2 
resp. die Reihen (20.) und (22.) der vorigen Nummer, und allgemein der 
von der Ordnung m—a-+1 die Reihe 

(4.) ul ER 6 N;arı Tia-ı —1, far? —Tia-ı ... Fm—Niaim]- 

Nach den Entwicklungen der vorigen Nummer hat die Differentialglei- 
chung der m—a-+-1'"" Ordnung ein Integral, welches mit (2a) Ya Ts) 
multiplieirt in der Nähe von «, eindeutig, endlich, eontinuirlich und für x = a, 
von Null verschieden ist, also eine wie F beschaffene Function ist, die zum 
Exponenten r,—r;._1—1 gehört. Bezeichnen wir das Integral mit o,, so ist 


nach dem Verfahren am Schlusse der vorigen Nummer 


DD.) Yu dev, ge Save. fare_fder.. 


Durch wiederholte Anwendung der beiden für die wie F beschaffenen Fun- 
ctionen gegebenen Sätze ergiebt sich, dass y,, eine wie F beschaffene Function 
ist, die zum Exponenten 
Aa LP )+1+ CE u PR ) +14. +(r.—r,1)+1-4+r, = ru 

gehört. 

Aehnliche Betrachtungen gelten für die Differentialgleichung (16.) der 
Nummer 4. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Zu jedem singulären Punkte a, der Differentialgleichung (12.) in No. 4 
(und zum Punkte x) gehört eine der Gleichungen (15.) (und die Gleichung 
(17.)) derselben Nummer. In der Umgebung irgend eines dieser Punkte giebt 
es stets ein Fundamentalsystem, dessen Elemente den Wurzeln der Gleichung 
(15.) (oder (17.)) derart entsprechen, dass zu jeder Wurzel ein Element als 


zu seinem Exponenten gehört. 

Diesen Satz kann man auf jede der nach dem Verfahren am Schlusse 
der vorigen Nummer abzuleitenden m—1 Differentialgleichungen anwenden, 
derart, dass für die Differentialgleichung m —a+1'" Ordnung die Reihe (4.) 
die Exponenten enthält, zu denen die Elemente ihres Fundamentalsystems ge- 
hören. Setzt man in dieser Reihe a=2,3,...m, so erhält man m—1 Reihen, 
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die zusammen alle Differenzen der Wurzeln r,. r.. ... r, enthalten. Es 
seien irgend zwei dieser Wurzeln r,, und r,, einander gleich, wo A >> u, so 


giebt es ein Integral «ww einer bestimmten der m—1 abgeleiteten Dilferential- 
gleichungen, welches eine wie F beschaflene zum Exponenten r,—r,,—1 ge- 
hörige Function ist. Geht man von dem Integrale w aus, um nach dem Ver- 
fahren der vorigen Nummer ein Integral der ursprünglichen Differentialgleichung 
zu bilden. so führt schon die erste Integration einen Logarithmus ein, so dass 
das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung ebenfalls Logarithmen 
enthält. Man hat daher den Satz: 

Sollen die Integrale der Differentialgleichung (12.) der No. 4 in ihrem 
Ausdrucke in der Umgebung eines singulären Punktes a, (oder des Punktes 
%&) keine Logarithmen enthalten, so darf die zugehörige Gleichung (15.) (oder 
(17.)) derselben Nummer keine gleichen Wurzeln haben. 

Aus dem Verfahren am Schlusse der vorigen Nummer ergiebt sich 
ferner leicht: 

Wenn die Differenzen der Wurzeln einer zum sinqulären Punkte a 
(dem Punkte &) gehörigen Gleichung (15.), ((17.)) der No. 4 weder Null 
noch ganze Zahlen sind, so enthalten die Integrale der Differentialgleichung 
(12.) derselben Nummer in ihrem Ausdrucke in der Umgebung dieses Punktes 
keine Logarithmen. 

Sind dagegen einige dieser Differenzen ganze Zahlen, so können Lo- 
garithmen auftreten. 

II. Ist ein Integral y einer linearen Differentialgleichung eine alge- 
braische Function, so hat dasselbe in der Umgebung eines singulären Punktes 


a bekanntlich die Gestalt: 


In 


u — 
_ = ,6(8 4) " 


wo «u die Anzahl der Elemente desjenigen Cyclus der Wurzeln der alge- 
braischen Gleichung zwischen x und y ist, zu dem y gehört. und v eine po- 
sitive ganze Zahl oder Null bedeutet, je nachdem y im Punkte a unendlich 
oder endlich ist. (Vergl. Puiseux in Liowvilles Journal de mathematique t. XV 
und XVI.) Ein solches Integral wird daher, mit einer bestimmten Potenz 
von 2—a multiplieirt, für e=a endlich. Hat daher eine lineare Differen- 
tialgleichung »ur algebraische Integrale, so hat sie die Gestalt der Differential- 
gleichung (12.) in No. 4. Ferner ist ersichtlich, dass zu jedem singulären 
Punkte ein Fundamentalsystem von der Form (9.) in No. 3. gehört. Die Ele- 
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mente desselben gehören nach ]J. dieser Nummer zu verschiedenen Exponenten, 
welche Wurzeln der Gleichung (15.) oder (17.) der No. 4. sind. Da aber 
eine algebraische Function nach einer endlichen Anzahl von Umläufen um 
einen singulären Punkt ihren ursprünglichen Werth wieder annimmt, so 
müssen die Wurzeln dieser Gleichungen rationale Zahlen sein. Hierans ergiebt 
sich der Satz: 

Wenn einer linearen Differentialgleichung, deren Coefficienten in der 
ganzen Ebene eindeutig, und nur für eine endliche Anzahl von Punkten un- 
stetig sind, nur algebraische Integrale genügen, so gehört sie zu der durch die 
Gleichung (12.) in No. 4. charakterisirten Klasse von Differentialgleichungen. 
In diesem Falle sind die Wurzeln der Gleichungen (15.) und (17.) von einander 
verschiedene rationale Zahlen. 

I. Nimmt man in der Differentialgleichung (12.) inNo.4o=1 an, 
so redueiren sich sämmtliche Functionen F,_, (2), Frau (8), - - : Finn (T) auf 
Constanten, und man erhält eine Differentialgleichung der Gestalt 








N dr: d"—i; | Br m 

(6) rn en Gt Fe. tt FE r 
wo fıs fs --- f„ Constanten sind. — Die Exponenten der Elemente des zu 
dem Punkte a, gehörigen Fundamentalsystems r,, 73, ... r„ sind die m Wur- 
zeln der Gleichung 


r(r—1)---(r—m+1)—fır(r -1).--(r—m+2) 
— &r(r—1) --- (r—m+3) fr =. 
Setzt man y = (x —a) *. a, so erhält man eine Differentialgleichung für 


u, in welcher der Coefficient von « verschwindet, welcher also durch #=Const. 
genügt wird; daraus folgt, wenn die Gleichung (7.) nur ungleiche Wurzeln 


(7.) 








hat, dass die Funclionen 
r r : For 
8.) (2-a)'", (2-4), -.. (2-a)” 
selbst das zum singulären Punkte a, gehörige Fundamentalsystem conslituiren, 


so dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung (6.), wie bekannt, 


m r 
_- 2,67) : 


wird. WO C,. ©, ... €„ CGonstanten sind. 

Sind aber mehrere Wurzeln der Gleichung (7.) einander gleich, so 
seien A, Wurzeln gleich r,. A, Wurzeln gleich r, etc. A, Wurzeln gleich r, 
und A,+4,+..+4,—=m. Es bilden alsdann die Gruppen von Functionen, 
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Pi . r / r \ 
welche man erhält, wenn man in der Gruppe (2—a,) °, (2 —a,) *"log(e—a,), 


r 2 4 A —1 
z— a,) "log(x—a,)],... (x—a,) [log (e—a,)] * 
setzt, zusammengenommen das zum singulären Punkt a, gehörige Fundamental- 


für a successive 1. 2,...n 


system, ganz mit unserer allgemeinen Theorie übereinstimmend. 
(Vergl. Cauchy, Exereices vol. I, pag. 262). 


ce 
I. Die Differentialgleichung, welcher die durch die Gausssche Reihe 
F(«,ß,y,x) darstellbaren Functionen genügen, gehört zu der in den Num- 
mern 4. und 5. behandelten Klasse von Differentialgleichungen. Sie wird 
nämlich in der allgemeinsten Form aus der Differentialgleichung (12.) in No. 4 
erhalten, wenn man m —=2 und die Anzahl der singulären Punkte o—=2 
annimmt, so dass sie die Gestalt hat: 


jun Be ya, ___ Fe) 
(4) de (c-a)e.—a,) de hen a) (z—a, 





y® ‘9; 
wo F,(x) und F,(x) resp. ganze Functionen ersten und zweiten Grades von 
x sind. 
Um die specielle Form derselben, wie sie Riemann in der obener- 
wähnten Abhandlung (S. 19.) gegeben hat, zu erhalten, sei: 
en se 
Setzt man 
F(e)=fh+fiz;5 Ria)sgtryactgnt, 
so sind die Gleichungen, wodurch die Exponenten der zu den Punkten 0, 1, & 
gehörigen Fundamentalsysteme bestimmt werden, resp. 
(a) r(r—1)+fr—G = 0 
b) rer) (hr HtNtg) = 0 
(ec) r(r-1)+R +f)r-g =. 

Bestimmt man die Constanten fu, fi» 9, 9ı, 9. dadurch, dass man die 
Wurzeln der Gleichung (a) gleich « und «’', der Gleichung (b) gleich O und y', 
der Gleichung (c) gleich 5% und /’ annimmt, wo 

e+@+ß+fP'+ry =1, 
so geht die Differentialgleichung (1) über in: 
ar —[e+e’+(B+B)a] er +(0a'— BP'z)y = O0, 
welches die Riemansche Form ist. Wird hierbei angenommen, dass die Grössen 
«—a, P—P, y weder ganze Zahlen noch gleich Null sind, so gehört zu 


2.) (Ad-®) 
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jedem der Punkte 0, 1, © ein Fundamentalsystem der Form (9) in No.3. Von 
dieser Form der Integrale der Differentialgleichung (2.) ist Riemann ausgegangen. 
II. Die Differentialgleichung (12.) in No. 4 enthält ausser den die 








Lage der singulären Punkte bestimmenden Constanten @,. &. ... a, im All- 
u m(m-+1)o m(m—1 Pe a Fl: 
gemeinen noch ( 5 A... 5 ) Constanten, nämlich die Coefficienten der 


ganzen Functionen F,_,(@), Fran (&) -- : Fnß-n(®). Zu jedem singulären 
Punkte gehören m Exponenten (die den Elementen des bezüglichen Funda- 
mentalsystems zuertheilt sind), also zu allen singulären Punkten (den Punkt 
x» mitgerechnet m(e+1) Exponenten. Von den letzteren sind nur m(o+1)—1 
willkürlich, da die Summe aller (nach No. 4) einer bestimmten ganzen Zahl 
gleich ist. — Die Anzahl der willkürlichen Exponenten ist der Anzahl der 
Conslanten der Dilferentialgleichung gleich, wenn 


m(m--1)o ai m(m— 1) — m ( 0 4 1 oe 1 
Bar a \ / 9 


2 2 
oder 
, 2 
(3.) 0 = 1-+ m’ 


so dass entweder 


m—1 undoe=3, 


oder 
m=?2 und oe =2. 


Hieraus folgt: 
1) Sind die Exponenten der Elemente der zu den einzelnen singulären 


Punkten gehörigen Fundamentalsysteme gegeben, so sind die Constanten der 
Differentialgleichung, welcher die durch die Gauss’'sche Reihe darstellbaren 
Functionen genügen, folglich auch abgesehen von constanten Factoren die Ele- 
mente der Fundamentalsysteme selbst, vollständig bestimmt. 

Dieser Satz stimmt im Wesentlichen mit dem von Riemann in der an- 
geführten Abhandlung No. IV Seite 11 sqq. gegebenen überein, welcher dort 
auf andere Weise hergeleitet ist. 

‚Es folgt aus der Gleichung (3.) 

2) Den Fall einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit 3 
singulären Punkten abgerechnet, ist die Dijferentialgleichung (1.), welcher die 
durch die Gauss’sche Reihe darstellbaren Functionen genügen, die einzige aus 
der Klasse der durch die Gleichung (12.) in No. 4 repräsentirten Differential- 
gleichungen, welcher die in 1) angegebene Eigenschaft zukommt. 

Berlin, October 18659. 
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Ueber die Entwicklung einer Function von beliebig 
vielen Variablen nach Laplaceschen Funetionen 
höherer Ordnung. 


(Von Herrn F. @. Mehler zu Danzig.) 


Di. beiden Sätze. auf welche man bei der Entwieklune einer Funetion 
von zwei Variablen nach Kueelfunetionen die Bestimmune des alleemeinen 
Gliedes zu gründen pflegt, sind von Herrn Cayley*) auf die von ihm definirten 
allgemeineren, von beliebig vielen Variablen abhängigen Laplaceschen Functio- 
nen übertragen worden. Auf ganz anderem Wege sind diese Sätze späler 
von Herrn Heine in der Arbeit „Die speciellen Lameschen Funclionen erster 
Art von beliebiser Ordnune“ **) abeeleitet. worin man ausserdem eine Reihe 
von interessanten Eigenschaften der speciellen Functionen findet. welche in 
der allgemeinen Theorie die Stelle der Kugelfunclion P,(cosy) und ihrer Zu- 
geordneten vertreten. Schon vor dem Erscheinen der soeben genannten Arbeit 
war ich durch Uebertragung der Eigenschaften des Potentials einer Flächen- 
belegung auf ein vielfaches Integral zu einer Verallgemeinerung der Laplace- 
schen Reihen gelangt. In dem zu Ostern 1864 auszerebenen Programme 
der Realschule zu St. Johann in Danzig habe ich die Form der Reihen für 
beliebig viele Variablen aufgestellt und den Fall dreier Variablen einer spe- 
ciellen Discussion unterworfen. Ich sprach dort zugleich meine Absicht aus, 
in einer späteren Bearbeitung auf die Erörterung der Gonvergenz der allge- 
meinen Reihenentwicklungen einzugehen, sowie auch auf die Betrachtung ge- 
wisser neuer Reihen. welche aus jenen dadurch hervorgehen. dass man die 
Zahl der Variablen unendlich gross werden. die zu entwickelnde Function 
aber nur von einer beschränkten Anzahl derselben in passender Weise ab- 
hängen lässt. Die letzteren Reihen, bei welchen die Variablen nicht auf ein 
bestimmtes Intervall beschränkt sind. sondern alle möglichen reellen Werthe 
annehmen können, erwiesen sich mir später als ein besonderer Fall der von 
Herrn Hermite ***) schon am Anfange des Jahres 1564 veröffentlichten Ent- 

*) Sur les fonctions de Laplace. Liouvilles Journal Bd. 13. 

*#) Bd. 62, S. 110— 141 dieses Journals. 
**#) Sur un nouveau d&eveloppement en serie des fonctions. Uomptes Rendus, 
Bd. 55, 8. 95 — 100 und 266 — 273. 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2. 21 
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wicklungen, indem sie sich aus denselben durch Specialisirung der darin auf- 
tretenden quadratischen Form ergeben. Da mir der Nachweis der Verwandt- 
schaft der Reihen des Herrn Hermite mit den verallgemeinerten Laplaceschen 
Reihen und die Untersuchung der Convergenz der letzteren nicht ohne Wich- 
tigkeit zu sein scheint, so glaube ich, dass die nachfolgenden Mittheilungen 
auch neben den genannten Arbeiten noch Manches bieten werden, was der 
Beachtung werih ist. Verschiedene, ohne den gewünschten Erfolg gebliebene 
Versuche, den auftretenden Convergenzbedingungen allgemein eine einfachere 
Gestalt zu geben, haben mich von einer früheren Veröffentlichung zurück- 


gehalten. 


$. 1. 


Definition der Laplaceschen Functionen n'* Ordnung. 


Die partielle Differentialgleichung 


(1.) 
hat, wie bekannt, den reciproken Werth des Ausdruckes 
R -. (a-a), + —-%)”, ++ 1-4) 


zum particulären Integral. Es genügt ihr also, wenn unter K’ eine beliebige 
endliche Function der a verstanden wird, auch das (n-+1)fache Integral 


= Jan an = /- 'dt! 
v = R Pr R 3 


vorausgesetzt, dass AR für keinen innerhalb der Integrationsgrenzen gelegenen 
Werth der a verschwindet. Führt man nun statt der « die Variablen oe, 9, 


rs -.. 9, ein vermittelst der Gleichungen 


o’v or o’v 0 


tt 











ox? 








Ta — osin Yı cos (2, 
x, = 0SInY,Singp,...SINY,_1C0SY,, 


Cu = ESINY,SINY,...SsiNnY,_,SinY,, 


so geht (1.) über in: 


N 1 6) n 00 une 1 6) nn—s Op au 
ur ee +S no, 99 (sin ” 50) er 








worin , =1, und für s>1: 
2 


g, = (sing, sing,...siNnp,_,); 
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und wenn man der obigen Substitution entsprechend 


a, = lcosA,, 
a, — Isin},cos4,, etc. 
und ausserdem 
4, +2 +',"+Q9,,1%r = lo.c0osw 


setzt, so wird 

R = (F—-2locosw+ or"), 

u = Psin"i....sin’d,_,dd,...d_,d,. 
Die Function © soll jetzt so speecialisirt werden, dass sie für a=2 mil dem 
Potential einer auf einer Kugel vom Halbmesser 1 vertheilten Massenschicht 
zusammenfällt. Zu dem Zwecke verwandeln wir X’ in k':e&, verstehen unter 
k' eine von / unabhängige Function der 4, unter & eine unendlich kleine 
Grösse, integriren nach / von 1 bis 14. und nehmen O und z als Integra- 


tionsgrenzen von A,, ... A,_,, dagegen O und 2 als die von A,. Indem wir 
noch zur Abkürzung 
r = (1—-2ocosw+ oe)", 
Beer. A... 5 
setzen, erhalten wir 
. 'k'do’ 
3.) DW m= rn 


Bezeichnet nun R,(cosw) den Coeflicienten von 0” in der Entwicklung von 
r' nach aufsteigenden, oder, was dasselbe ist, den von o°”"*! in der Ent- 
wicklung von r”' nach absteigenden Polenzen von o, und setzt man 


4.) = /ER, (cosw)do', 


dann gilt für o, je nachdem e <-1 oder >1, die erste oder die zweite der 


beiden folgenden Reihenentwicklungen: 


m es 


Fee er 


m) 


m—n 


(3".)  —= P: at 


m— 


und durch Einführung der einen oder der anderen in (2.) ergiebt sich für 
X, die (schon von Herrn Heine aufgestellte) partielle Differentialgleichung 








2 a 1 Oo \ . oX, 
>. | = ir 777 
( ) m (m > n 1 ) X. + gs sin” OR Op; (sin p, op; ) 0. 


Be 
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Eine jede Lösung Z, dieser Differentialgleichung, welche, wie es mit X, der 
Fall ist, eine ganze rationale Function (m'" Grades) der Grössen cosy,, 
sing, cosg, ele. ist, möge eine Laplacesche Function »“” Ordnung heissen: 
unsere Aufgabe besteht dann darin, eine Function von » Variablen 4, welche 
für alle Werthe von %,, ... $„_, zwischen O und z und für alle Werthe 
von g,„ zwischen O und 27 gegeben ist, in eine Reihe 4,+Z,+42-+-- von 
Laplaceschen Functionen x“ Ordnung zu entwickeln. 


8. 2. 


Ableitung der Reihenentwicklungen. 

Für »„=2 kann die Form der Reihe bekanntlich sehr leicht durch 
Anwendung des Satzes erhalten werden, dass die zur Kugelfläche normale 
Attractionscomponente beim Durchgange durch die Fläche eine plötzliche Aen- 
derung um eine Grösse erfährt, die der Dichtigkeit der Massenschicht an der 
Durchgangsstelle proportional ist. Dem analog suchen wir in dem allgemeinen 
Falle den Grenzwerth zu ermitteln, welchen die Differenz 

ov ov 
ie co /U=1-.) na 


für ein unendlich kleines positives e annimmt. Diese Differenz stellt sich ver- 








möge (3.) als der Unterschied zweier vielfachen Integrale dar, deren ent- 
sprechende Elemente sich unendlich wenig von einander unterscheiden, mit 
Ausnahme derjenigen, für welche r der Null sehr nahe liegt. Da dies aber 
nur für kleine Werthe von w stattfindet, so ist es zweckmässig, es so einzu- 
richten, dass ® eine der Integrationsvariablen wird. Indem wir deshalb von 
den Variablen 4 für den Augenblick wieder zu den a zurückgehen, erseizen 
wir diese durch »+1 neue Variablen db, b,,... b, durch die folgende ortho- 


gonale Substitution: 


u 39 e cosy,b— singp,b, 

a, =  sinp,c0oSsmb+ cosy, cosy;b, — sin; b; 

a, = SMY,...0C0Sp,b+ "Herren. —Ssingy,b, 
A, = SINnY....sinp,b+ "+ - sr... + 608p,b,, 


worin die Coefficienten von b, aus denen von 5b durch partielle Differentiation 
nach %,, unter Fortlassung des gemeinsamen Factors sing,...sing,_,, hervor- 


N 
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gehen. Aus diesen Gleichungen folgt: 
E- a, coSsp, Fr a, sin p,C05Pp: BEER [cos u. 
und setzt man ausserdem 


bs, =, ..., D,=iıme...sno,_,, 


so wird (3.) transformirt 


J 


® a 6 f F (e)sin"""w,...sin'w, ,dw,...dw,_ı. 


0 


-/" k'sın "I! wdw 
») F DE “ 
Fe) (A—29c08w + o’).r 1) 


so dass es sich jetzt nur um die Werthbestimmung der Differenz F'(1+2.)—-F'(1—e) 


handelt. Differentiirt man nun F(e) nach o, setzt dann o=1-+e, und zugleich 


wenn 





> i—n, 2 
ee eig 
y- 2 4 ? 3 


so erhält man: 


F' in u 2. h' dz 
F(l+e) = Sf TC + NE 
4 e) > (14 | e) 


Das erste dieser Integrale ändert sich, wie leicht zu sehen, unendlich wenig. 
wenn & in —e verwandelt wird. Es kommt also nur das zweite in Betracht, 
welches wir in zwei Theilintegrale mit den Grenzen O und d, d und 2 zer- 
legen, während wir d mit & zugleich gegen Null hin abnehmen lassen, jedoch 
so, dass der Quotient &: 0 stets unendlich klein bleibt. Das zweite Theilin- 
tegral ist, wenn H einen gewissen endlichen Werth bezeichnet, gleich 


uf = - HI-.), 


verschwindet also zugleich mit e, und das erste ist, wenn (4) den Werth 
des 4’ für einen gewissen zwischen O0 und d gelegenen Werth z, des z be- 


—Un+i ID) 
af Ee: ( - 
+ 1 











deutet, gleich 





a 1) 


Aber der Factor von (h’) vor dem Integralzeichen ist unendlich wenig von 
1 verschieden, und das Integral geht durch die Substitution z = ef”: über in: 
’ \L 


#: dt = f" ed val(in) 
(5) A+deH TI AH TIa+N) 
5 
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Das Doppelte dieses Werthes mit (A') oder 4(1—n)(#') multiplieirt ist gleich 
der Differenz F'(1+e)—F'(1-—e), und daher ist: 

n 2yal(!n) P 2 EBR m 

( R — __ K PIE... NEE, SE ... (k zig u b) ... . 

‘ ) D Tr (n 15 ‚ 4 k )sin ur sın W,_2 do, do,_, 
Es bedeutete (4) den Werth des %' für ein unendlich kleines w. Aber für 
o—0 folgt aus (6.), dass cosA, = c0SsYy,, SiNA,c0SA, = SiNY,COSP, U. S. W., 
und hieraus gehen unter der Voraussetzung, dass die y keinen ihrer Grenz- 


werthe OÖ und n (resp. O und 27) besitzen, für die 4 die bestimmten Auf- 
lösungen 4, = Y,. =, u. S. w. hervor, von denen sich die für ein unend- 
lich kleines ® geltenden nur unendlich wenig unterscheiden. Wenn also die 
Function # = f(4,,... A,) für das besondere Werthsystem 4, = Y,, A =, etc. 
nicht vieldeutig ist, so nähert sich (4) der von w,. , etc. unabhängigen 
Grenze k=f(Y,,...9,), und die Gleichung (7.) kann dann durch die folgende 


ersetzt werden: 

| ov ov Inst) 

. Bel) AL = —. 

, do /i+E oo /1-e I! (n—1) 
In Betreff der Grenzwerthe der Variablen wird die Bemerkung genügen, dass 
D für ,=0 und 9,=n von Q,,1, P;;, ete. unabhängig, und dass für 9, = 0 
und 9,=2n an Stelle von k das arithmetische Mittel der diesen beiden Werthen 


entsprechenden Functionalwerthe zu setzen ist. 
Indem man (7’.) mit (3”.) und (3'.) verbindet, darauf o=1 und für 


X, den in (4.) befindlichen Werth setzt, erhält man: 











1) = ZUERTE (Am+n-1)/RR,(cosw) do‘, 


Ani 1) m—) 


aber die Gültigkeit dieser Entwicklung bleibt zweifelhaft, weil ihre Ableitung 
auf der Annahme beruht, dass die angewandten nach Potenzen von o fort- 
schreitenden Reihen, welche für o=1+:, resp. e=1-—e, allerdings sicher 
convergent sind, ihre Convergenz auch noch für oe =1 beibehalten. 

Die in dem allgemeinen Gliede auftretende specielle Laplacesche 
Function R,(cosw) hat, je nachdem » eine ungerade oder gerade Zahl ist, 


m \ 


einen wesentlich verschiedenen Charakter; es ist nämlich, wenn man z statt 


cosw schreibt, 
für a=2u+l, u >0: 
1 d“ cos (m -- u) w 


An) = RT) den 





u) 
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und für „= 2u+2, u — 0: 

ya dPmrul) 
2 [Xu +3) da 

in Betreff welcher Ausdrücke ich auf die oben angeführte Arbeit des Herrn 
Die Reihe in (I.) führt also auf die beiden folgenden 





9’ 


R.(2) = 


Heine verweise. 





Reihen: 
2 u: d“ cos(m+ u) w 
a Din rg »y r a ee! ) 
M) S= SM ad A, 
dt = sin”A,...sin'A,„dä,...dA,.41; 
3 = (0050 = C0SY, c0SA, + sin, sinA, C0OSW COS, + -- 


+ sing, sind, ... SIN«p, „Sin Az, C08 (Paurı — Aaurı)- 
1 M—& ’ d“P fa" 
b BE Zr \ 4 2 1 y y m-+ u \®) 
ee (mt + 2 far. Ay) Te ar. 
Die Ausdrücke für dz und z in der letzten Gleichung gehen aus den voran- 


stehenden durch Verwandlung von 2u in 2u+-1 hervor. 





$. 3. 
Ueber die Convergenz der Reihenentwicklungen. 
Die wichtigen Arbeiten Dirichlets über die trigonometrischen und die 
nach Kugelfunctionen fortschreitenden Reihen (im 4" und 17" Bande dieses 


Journals) bieten die hauptsächlichsten Hülfsmittel dar, um auch die erhaltenen 


allgemeineren Reihen zu untersuchen. Bezeichnet man durch $S, die Summe 


der m—u-+1 ersten Glieder der Reihe (I°.), in welcher die Function f als 
endlich vorausgesetzt werde, und bemerkt man, dass 


cos (uw) + cos(u+1)w+---+cos(mw) = 4 = td MM 
2 





wo G eine ganze Function von z vom «—1'“ Grade, so findet man: 


be 1 /ro d4 bt u 
In = ar Plane au) a  einye 


und wenn man dieses Integral durch die Substitution (6.) transformirt und 
P(w) =” SS f(h, --- h,.41)sin'w,...sin'w,, ‚do, ... dW;, 
0 0 


setzt, so wird: 


dt, 








2 1 ‚n 2u.. d“ /sn(m+4)w‘ 
A) = af P(w)sin N ar )dw. 
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Wenn nun die Function F(o)sin’“""w und ihre nach z = cosw genommenen 
u—1 ersten Differentialquotienten innerhalb der Integrationsgrenzen contlinuir- 
lich bleiben und an den Grenzen selbst verschwinden, so ist es nicht allein 
erlaubt, «mal hinter einander theilweise zu inlegriren, sondern es verschwin- 
den auch die vom Integralzeichen freien Glieder, so dass man, indem man 


zur Abkürzung 
Geei d Ad nn be ] 


Alu) = —— mn le 
ah 2 (rn) do ds“ 


setzt. für S, den Ausdruck erhält: 


1 rsinlm+!)w „, 
BI) = / v BR Pd (o)dw. 


v 1. sın .@ 
0 e- 


Für ein unendlich grosses m nähert sich derselbe. wie Dirichlet gezeigt hat, 
sicher dann dem Werthe X(-+-0), wenn dieser Werth endlich ist und X(w) 

dem Intervalle von O bis zz weder unendlich viele Stetigkeitsunterbrechun- 
sen erleidet noch unendlich viele Maxima und Minima besitzt *). Betrachtet 


man nun (wo) als den Quolienten von F(w)sin“""o und sin’“—"w, so ist. 








weil diese Grössen nebst ihren «—1 ersten nach 3 genommenen Differential- 
quotienten für &=0 verschwinden, (+0) gleich dem Quotienten der u 


ten 


Dilferentialquotienten beider für © =0, wodurch man leicht findet, dass 


| X(+0 
740-5, wenn 0= ED 





Es wird also S|\=CP(+0), und diese Grösse ist aus den schon bei Gelegen- 
heit der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen angeführten Gründen gleich 
f(Pı> Pr» --- Paurı), Sofern dieser Werth nicht vieldeutig ist und keine der 
Variablen einen ihrer Grenzwerthe besitzt. 

Wenn dagegen irgend eine der Funclionen P(w)sin’“""» und ihrer 
«—1 ersten Derivirten nach z für einen oder mehrere Werthe (e) der Va- 
riablen ® innerhalb der en unstelig,. aber nicht unendlich, 
wird, so kann man auf das Integral in (A.), indem man es durch Einschaltung 
von Zwischengrenzen an den unsteligen Stellen in Theilintegrale zerlegt. noch 
immer das Verfahren der theilweisen Integration anwenden, aber es enthält 
alsdann S,, ausser einer Anzahl von Integralen, deren Summe sich für m = » 


wiederum auf X(-+-0) redueirt, noch eine Anzahl von Gliedern, die vom In- 


*) In Betreff der irregulären Functionen, für welche die letzteren Bedingungen 
nicht erfüllt sind, verweise ich auf eine Abhandlung des Herrn Lipschitz, in Bd. 63 


dieses Journals (S. 296 — 308). 
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tegralzeichen frei sind, und weil sie je einen der Werthe von 


sin(m+ #)w d ee u une ug (fü 
a. ee ar PRer re ür w = 


: "Zus seen) VE BE ren Temsmsnmer Zuar wreamme ( 
sin4w ° ds sin dw dzu—1 











sın 3 

als Factor enthalten, bei unbegrenzt wachsendem m» unbestimmt oder unend- 
lich werden. Es kann also hier von einer CGonvergenz der Reihe nicht die 
Rede sein, und eben so wenig wird dieselbe in dem Falle, wo die Derivirten 
von ?(o) stellenweise unendlich grosse Werthe annehmen, stattfinden können, 
wenngleich sich dieser Fall nicht durch die nämlichen Schlüsse erledigen lässt. 

Man darf übrigens nicht übersehen, dass wiewohl nach (6.) die a ste- 
ige Functionen der b, d.h. (wenn wir /=1 setzen) die Grössen cos4.. 
sinA,cos4, etc. stetige Funclionen von cosw, sinwcosw, elc. sind. dennoch 
für die Variablen 4 selbst nicht durchweg das Gleiche stattfindet. indem ins- 
besondere 4,,,, bei continuirlich sich änderndem » plötzlich von einem der 
Grenzwerthe O0 und 27 auf den andern überspringen kann, und diesem Um- 
stande ist es, wie ich beiläufig anführe, zuzuschreiben, dass für das specielle 
Werthsystem 9 == "= 9,41 =4n die Function ?(w) bei w=4n im 
Allgemeinen eine plötzliche Aenderung erfährt und dadurch eine Divergenz 
der Reihe hervorbringt. Auf der anderen Seite aber ist das Folgende fest- 
zuhalten: Wenn die Function f(A,,... 4...) als eine stetige Function g der 
2u--2 Variablen a, = cosA,, a, = sink,cosA, etc. betrachtet werden kann, und 
wenn auch die sämmtlichen nach den a genommenen partiellen Differential- 
quotienten von g bis zu denen der «—1““" Ordnung inclusive stetige Functio- 
nen der a sind, so ist die Function f, so wie ihre «—1 ersten Derivirten 
nach w, auch in Bezug auf die Variablen w, ®,. ... durchweg stetig, woraus 
man leicht schliesst. dass dann die Bedingungen erfüllt sind. unter welchen 
die Transformation von (A.) in (B.) möglich ist. 

Was die Reihe (1°.) betrifft, so kann man dieselbe offenbar statt bei 
m=(0 auch bei m = —u beginnen lassen, und wenn man dann jedes Glied 
derselben durch die Substitution (6.) transformirt, so wird man, unter der 
Voraussetzung, dass eine «-malige theilweise Integration statthaft ist, auf ein 


Integral von der Form 


5. = / Fw)(4Pı@)+3Pı(@)+-+4(2m+1)P,(s))sinodo 


geführt, dessen Werth, falls F(w) endlich, sich nach Dirichlet für m = x auf 
F(+0) reducirt, d. h., wie man zufolge der Bedeutung von F(w) finden wird, 


im Allgemeinen auf f(Yı> -.- Yau+2): 
Journal für Mathematik Bd. LXVI, Heft 2. 22 
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$. 4. 


Die Reihen beliebiger Ordnung für Functionen einer einzigen Variablen. 

Wenn die Function f nur von der ersten Variablen , abhängt, wäh- 
rend 4 beliebig bleibt, so darf man , =, =:+"+=0 setzen, und die Reihe 
(1°.) lässt sich durch Benutzung einer von Herrn Heine (a. a. 0. S. 141) ge- 
gebenen Integralformel oder auch durch Benutzung der Differentialgleichung 
9.) in die Form bringen: 
2 $ m—u+1) d“cos(mp) 
n u ml(m-+u) (dcosp)“ ) 


Mi d“ cos (mA) 
An - / di.sin“Af(A) Er 


v0 





S = 





wobei g, 4 statt ,. 4, und m statt des früheren m-+u geschrieben worden 
ist. Die Function F(w) vereinfacht sich jetzt in 


’7e 
Po) = ef "fa)sin"-'w,dw,, 
0 


wo ce eine leicht angebbare Constante, und nach (6.) ist: 
a = 084 = C0SPCOSW— SINYSINWCOS W,. 

Ist nun zunächst 9 = 0, resp. =n, so wird A=w, resp. =n— w, also von 
ao, unabhängig, so dass 7(w) sich nur durch einen constanten Factor von 
f(}), resp. f(n—%), unterscheidet. Die Reihe ist also für die Grenzwerthe O0 
und 7 divergent, wenn die Functionen f(A), f'(A), ... f“"(A) innerhalb des 
Intervalles von O bis 7 nicht sämmtlich stetig sind. 

Wenn dagegen 9 von O und nz verschieden ist, so ist es für alle 
zwischen O und rı gelegenen Werthe von w erlaubt, die Integrationsvariable 
o, durch @ auszudrücken, und es wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 


sin“ [sin’psin’w— (cospcosw—a)’ "= M, 
sin" wF?(w) = cf N arccosa) M da. 
cos(p+w) 
Die wiederholte Diflferentiation dieser Gleichung nach 3 = cosw ergiebt mit 
Rücksicht darauf, dass M und die «—2 ersten Derivirten von M für a=cos(p—w) 
und @=cos(p-+w) verschwinden: 


d“ Po) sin’ Iw cos (py—w) deM _ 
ze =e f(arccosa)— da, (eS u-1). 





dz 


cos(p-+Ww) 


Dieses Integral aber ist selbst dann eine stetige Function des Parameters w, 
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wenn f(arccosa) oder f(4) stellenweise discontinuirlich ist, und es verschwindet 
ausserdem, wenn w sich dem Werthe OÖ oder x unbegrenzt nähert. Diese 
Eigenschaften reichen hin, um die Umformung der Gleichung (A.) des vorigen 
Paragraphen in (B.) zu rechtfertigen, und die Reihe convergirt also, wenn 
p weder =O noch =n, gegen den Werth von X(e) für ein unendlich kleines 
positives &, d.h. gegen | f(y—e)+f(p-+e)], wie man findet, wenn man in 
der vorangehenden Gleichung & = «—1 nimmt und die entstehende Formel 


nach & differentiirt. 
Die Reihe (1’.) nimmt für den Fall einer einzigen Variablen die Form an: 


s — x @u4+YTa- +1) deP, Cap) 
u 2I\m +u -. 1) (dcosg)“ 1 


n re a r d“P (cosA) 
B - / BER) 
m f| J (dcos A)“ 





und erweist sich dann als im Wesentlichen identisch mit der Entwickluns 
einer Function nach den Zugeordneten von P,„(cosy). (Vergl. Heine, 
Handb. d. Kugelf. $. 52.) Wie ich einer gefälligen Mittheilung des Herrn 
Heine zu entlehnen mir erlaube, kann diese Reihe und zueleich der Beweis 
ihrer Convergenz für zwischen O und 7 gelegene Werthe von g sehr leicht 
dadurch erhalten werden, dass man die Kugelfunctionenreihe. durch welche 
nach Dirichlet jede endliche Function zweier Variablen dargestellt werden 
kann. auf die specielle Function F(g, w) = f{y)sin“gcos(uw) anwendet und 
die daraus entspringende Entwicklung von dem Factor sin“gcos(uwıy) befreit. 
Aber für 9=0 und y=n ist die Division durch diesen Factor unstatthaft. 
und die Convergenz der Reihe bleibt zweifelhaft. Sie findet jedoch dann 
allerdings sicher statt, wenn die «—1 ersten nach cosi genommenen Diffe- 
rentialquotienten von f(A)sin’“i, so wie auch diese Function selbst, stetig 
und an den Grenzen = sind, und wenn der «* Differentialquotient endlich ist. 


Der Fall einer unendlich grossen Anzahl von Variablen. 


Die Summe der unendlichen Reihe auf der rechten Seite von (l.) in 
$. 2 lässt sich, wenn man dem allgemeinen Gliede den Factor 0” hinzufügt 
und o<Z1 nimmt, durch den folgenden geschlossenen Ausdruck darstellen: 


4_oNTı/a 14\ . NH 
REN aa | RA 2pcosw+g') "tr do‘ 
23" 
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Es bezeichne nun v eine ganze Zahl, die kleiner als »—1 ist, und es sei # 
von den Variablen A,;1, #,.,2,s -.. 4, unabhängig, dann ist es erlaubt y,,, 


f,a='*=(0 zu selzen, es wird 





COS — COSY,C0SA, + +-+singy,sind,...sing,sinA,cosA,,;,. 
und wenn man die Integrationen nach A,;2, A,;;, ... ausführt, cosA,,, = und 
/ be er sW- n+ v 
yn 4 or / 2117 > (- — r 0° Jr 
I u ee 1— P)=0+ 
J I \ ( J | \ ) er. | 


setzt, so Ist: 
Do | 
| 1 (n-+1) 


1 f 

5 = - - Buß Ss] u ur. h, «d/ Bi. 
an» ı(n—v). 1Jsin 1... Sin Ihre. 

= ( 





Wir werden jetzt die bisherigen Variablen vermöge der Substitutionen 


/2 . 2 
pı = 377 2ı | ” ... 9, =-4yI—-z, En .- 
£ 1. ur / 
hı = Jay) - N . . . . A, —-— 277, | n 


durch neue ersetzen, ferner statt 4 die Function F(y,,...y,) einführen, und 
darauf die Zahl » ins Unendliche wachsen lassen, während v einen gegebenen 
endlichen Werth beibehält, dann geht S über in: 


1 u. un \ F 
nf [Fa ..Y)J.e "dyı...dy,, 


Y=yıtpt +9, 


(8.) 





m. 


und für J findet man, wenn man t=0+% f> macht, durch eine keiner be- 


sonderen Schwierigkeit unterworfene Rechnung den Ausdruck: 
20p— 029 


9) J= d-e)Pe re 





worin: 
sy sy 
y "Fer 2, 
pP = 0,4 q se = (tn). 


Es lässt sich nun J auch in die Form bringen: 














Yo—-0 
(9. I = 2 wenn: ses SE 
Pr Ge Ye er 
und vermöge dieses Werthes von J geht (8.) über in 
f F(y yo. . Y») e® 
10.) f ePdyı...d 
u "F ,. Gryri-e’) une 
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und wenn man dieses Integral durch die Substitution 





yı=02,+y1-eo'z,, ca y,‚=o2,+yl—e?z, 
transformirt, so findet man, dass dasselbe, wie es auch nach der Art seiner 
Entstehung nicht anders zu erwarten war, sich für ein unendlich wenig von 
1 verschiedenes o der Grenze F(x,,...x,) nähert, wenigstens sicher dann. 
wenn die Function F für alle Werthe der Variablen endlich und F(x,....r, 


nicht vieldeutig ist. 
Kehren wir jetzt zu (8.) und (9.) zurück und denken uns J in die Reihe 


J = Jh+Jho+ho’+t: 
entwickelt, welche für 0° <{1 convergirt, so wird unter der Voraussetzung. 
dass die durch Einführung derselben in (8.) entstehende Entwicklung auch 
noch für e=1 convergent ist, die Function F durch die Reihe 


(4.) F(z21,...%) = u +Ä,+Ä,+ 


dargestellt, deren up Glied 


L) 


X, = 4.) IE "Ayı.-. Ay, 


m 





eine ganze Function m“ Grades 4 der Variablen &,, ... x, ist und der Dil- 
‚9 


I w 


ferentialgleichung genügt, die aus (5.) durch die Annahme 9, =4n—e, =. 


» = % hervorgeht: 


(11.) 2m X, +2 e” oe” ' =) —(. 





Um nun J, in entwickelter Form Bu man J in das Product 
12.) J= E(s,Yı)E(z:, y:)... E(z,, y,). 


wobei E(x, y) definirt ist durch die Gleichung: 




















uxry—o’(x? ry?) 2 (ox—y)” 
. e 1-0" ee 1m? 
(13) El(s,y)= —— — keine 
vie ie 
Bei der Entwicklung von E kann man sich entweder der Differentialgleichung 
060, 08 
OX OX 





oder, wie ich es vorziehen werde. des folgenden bestimmten Integrales be- 
dienen, worin ö die Bedeutung von y—1 hat: 


2 
e* 


(15.) --E(z,y) = üb EA 





zn 
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Wenn man hierin die Exponentialgrösse mittels des Taylorschen Lehrsatzes 
nach Potenzen von o entwickelt und 


de e-*? 


Ba Bin —(& 9X? 
(16.) 20 = (-2)e —— 


17.) yo = Tr y et ga 


—— 





setzt. wobei y‘“ genau dieselbe Function von y, wie =“ von x, ist, so er- 


siebt sich: 








a—=% 2a 9% 
ey —— E N (a) „‚(« 
(15) E(a,y) = 2, Te) ? y”, 
und hieraus folgt wegen (12.): 
] a ge er) DR ie 1 2° hr) yon) 
E II (@,) II(e,) Il(a,) 
wenn die Summe sich auf alle Werthe O0, 1, 2. 3... der « bezieht. für 


welche &,+-+e,=m. Vermöge dieses Ausdruckes verwandelt sich die 
Reihe (I.) in 

Gıt..F+t0, 
Er Fe 


IL.) Fa...) = & . — ee 
ON RE  #Pilla,)...Mlo,) di 


a ef | 2; Fyn.. re dyı...dy,. 





Vv 9 


während für &,,... «, alle Zahlen der Reihe 0, 1. 2. 3, ... zu setzen sind. 

In dieser Form erweist sich unsere Entwicklung leicht als ein speciel- 
ler Fall der von Herrn Hermite gegebenen, auf welche in der Einleitung 
hingedeutet wurde. Um auch zu diesen allgemeineren Reihen in ähnlicher 
Weise zu gelangen, wie wir zu (lll.) gelangt sind, müsste man auf (8.) und 
(10.) zurückgehen und in Q statt der Summe der Quadrate der Grössen 
00%, —Yıs 005 — Ya, ... eine beliebige positive quadratische Form eben der- 
selben Grössen einführen. Man wird dadurch zunächst auf eine einzige, der 
Reihe (ll.) analoge Reihe geführt. Stellt man darauf das verallgemeinerte J 
in (9'.). um es nach Potenzen von o entwickeln zu können, durch ein v-faches 
Integral dar, in ähnlicher Weise, wie in unserem speciellen Falle J vermöge 
(12.) und (15.) durch ein Product von v einfachen Integralen dargestellt wurde, 
so erhält man für J, eine Zerfällung in einfachere Bestandtheile. deren jeder 
das Product einer Function der x in eine davon verschiedene Function der 
y ist. Da aber der Entwicklungscoefficient J, in Wahrheit in Bezug auf 
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die © und y symmetrisch ist, so ergiebt sich durch die Vertauschung dieser 
Grössen noch eine zweite, von der ersten verschiedene Darstellungsform des- 
selben, und auf diese Weise entstehen die beiden von Herrn Hermite gege- 
benen Entwicklungen, deren inniger Zusammenhang auch hierdurch aufs 
Deutlichste hervortritt. 

Zum Schlusse mögen noch einige Notizen über die Function x” Platz 
finden. Durch das Integral in (17.) erhält man sehr leicht die bekannten 
Relationen: 


dx“) 
dx 





u m(a—1) : (ce) _ »„(e+H1l) ı @ mn(a—1) 
=0oıI , =" 771 


Die zweite ist ein specieller Fall der folgenden: 


ap 


(I m iR a(ca 4) (A—1\ 
IP) ann p(« + m > „\« )ı N zes ) 


rt PL 





Nach Potenzen von x geordnet ist: 





(a) __ «__ (a —1) we a(a —I)(a —2)(a — 3) 2et 
MER i ar 13 - 


Mm 


Den Werth des Polynoms x‘* für ein unendlich grosses « hat Herr Hermite 
mit Hülfe der Differentialgleichung 


d’x\«) da\«) 


da ce 
FR 2x - +2axr? = 0 





bestimmt. Um denselben vermittelst des bestimmten Integrales in (17.) abzu- 
leiten, bringe man dasselbe in die Form: 


A 2 Wo 2 
(17.) a) — —e e"’ I" cos (2tz — lan) di 


0 


und transformire es durch die Substitution # = Y>+9; so wird: 


a9) — Kf e° cos 2z9+z2Y2a—tan)ds, 


ee 
57; 


RB = re, 9= I y2a—alog(14+9Y—). 


Das in K multiplieirte Integral zerlege man in drei andere T,, T,, T, mit 


/« ’ . 
den Grenzen re und —m, —m und m, m und ®, wobei m positiv und 


@ . : N Er 
V 5 Da # innerhalb der Integrationsgrenzen beständig positiv ist. so sind 
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T, und T, verschwindend klein, sofern nur m mit « zugleich unendlich wird. 
Man kann aber m so langsam zunehmen lassen, dass in T, beständig 9 = 9° 
ist; es wird also: 


—— ’m 3 rt 3 BE 
T, = cos (zy2a — jan) e 7" cos(2r9)dI — Vz ee” cos(ey2a— tan), 


—ın 


und somit: 


2 = Y2et(Z) ei” cos(zx Y2a — lan). | 


Danzig, im Mai 1866. 











Ueber Theta-Functionen vielfacher Argumente. 
(Von Herrn @. Roch ın Halle.) 





D:. Methoden Jtiemanns, welche die Anzahl und Lage der Nullpunkte 








von I —Cı,...%,—c,) bestimmen, wenn “,, ... a, gewisse endliche blei- 
bende Integrale 
ıp,dz ? y,„dz 
oF oF 
e ? _—— 
os OS 


mit gemeinschaftlicher oberer Grenze bedeuten, geben auch die Fundamental- 
sätze über das Verschwinden von 

I (mu — Cı, ... MU,— C,)» 
wo m eine ganze Zahl. 

Diese Methoden lassen auch die Bedingungen der Transformalionen er- 
kennen, welche der complexen Multiplication elliptischer Functionen entsprechen; 
doch will ich mich jetzt auf ganzzahlige m beschränken und die Sätze mit- 
theilen, welche durch geometrische Interpretationen eine grosse Anschaulichkeit 
gewinnen. Diese geometrischen Anwendungen der Theorie Abelscher Integrale 
sind wesentlich von denen verschieden, welche Herr COlebsch (Bd. 64 dieses 
Journals) so wie ich (Ueber Doppeltangenten ete.) früher berührt haben. 

Die zu Grunde liegende algebraische Gleichung F(s,z) = 0 stelle, wenn 
s und z Carlesische Coordinaten sind, eine Curve x” Grades dar. Ist r die 
Anzahl der Doppelpunkte dieser Curve, so ist 





n—1.n—2 
1. = —r. 
A) pP > 
Diese Curve werde von einer andern g” Ordnung in q» Punkten ge- 
schnitten. Man bilde die Summe der Integrale «,,.... a,, einzeln über diese 


qn Punkte ausgedehnt. Sind dann, über g» beliebige andere Punkte die ana- 
logen Summen ausgedehnt, diese letzteren gleichwerthig, so kann man immer 
durch 9-Functionen eine rationale Function von s und z darstellen. welche 
in den ersten qgn Punkten unendlich, in den letzteren Null wird. 

In Bezug auf die Darstellung dieser Function durch die Buchstaben s 
und z aber ist zweierlei möglich; entweder nämlich ist dieselbe ganz allge- 
mein der (Quotient zweier ganzen Functionen vom qg'” Grade, oder dieses 
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Letztere ist nicht der allgemeinste Ausdruck. Ein Beispiel für das Letztere 
ist die Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. Hier ist p=1. 
Seien f=0. g=0 zwei Gerade. so verschwindet £ in vier Punkten und 
wird in vier Punkten unendlich. Der allgemeinste Ausdruck aber einer Function, 
die in den vier Punkten unendlich ist, in denen g gleich Null ist, enthält 
4—1-+1=4 Constante, während in der Gleichung der Geraden f=0O nur 
drei willkürliche Constante enthalten sind. Man erkennt ohne Weiteres, dass 
p eine gewisse Grösse haben muss, damit dies nicht eintritt. 
In der Curve q” Ordnung sind (4<n) 
y+1.9+2?2 
2 
Constanle enthalten, und dies muss der in meiner früheren Notiz (über die 


Anzahl willkürlicher Constanten etc. d. Journ. Bd. 64) gegebenen gleich sein. 
; 2 ' . Dr ’ g.9+3 
Von den g» Schnittpunkten einer Curve x" Ordnung sind qn un + m 


durch die übrigen bestimmt. Dies wird, wie auch das Folgende ergeben wird. 
die untere Grenze für p sein. Nehmen wir also 


' Bi, 
a) 2= a e +i. 





Durch Vergleich mit (1.) ergiebt sich dann 


(3.) 2 ze ind -—_— 


Die Functionen y, welche die Zäbler der endlich bleibenden Integrale bilden, 
sind vom Grade »—3. In den r Doppelpunkten verschwinden aber ? @ = 0 
einschliesslich) linear von einander unabhängige Functionen vom Grade a — q— 3; 
diese seien mit f(s, 3) bezeichnet. Sei g/s,z) vom Grade g; so giebt es also 
; Functionen g, welche linear von einander unabhängig sind. nämlich die Fun- 
etionen f.g, und in den gr» Nullpunkten von g verschwinden. Die allgemeinste 
Function, welche in diesen Punkten unendlich wird, enthält daher 





ng—p+ti+1 = - +1 
Constante; so viele enthält wirklich die Function vom Grade g. 
Diese Betrachtungen sind geführt in der Voraussetzung, dass die Curve 
q“ Ordnung nicht durch Doppelpunkte geht. Sie beweisen, dass wirklich der 
Quotient zweier ganzen Functionen vom g'“" Grade der allgemeinste Ausdruck 
einer Function ist, die in den gr Schnittpunkten von g=0 unendlich ist; oder 
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sie beweisen: wenn die p Summen der Integrale «,. ... «, über gr Punkte 
ausgedehnt die Werthe haben. wie sie gr» Schnittpunkten einer Curve gg“ 
Ordnung zukommen, so liegen diese Punkte auch allemal auf einer Curve 
gq“ Ordnung, sobald 
p = qm-— hi 5 ER 
Wir müssen nun die Anzahl der Nullpunkte von I (mu, —e,,... ma, —c,) auffinden. 
Das Verfahren, welches Atiemann im $. 22 d. Abhdlg. angiebt, führt auch hier 
zum Ziele; dlog 9 ist zu beiden Seiten der Querschnitte (a,) gleich gross: zu 
beiden Seiten von (b,) hat es um 
— 2m’ du, 


verschiedene Werthe; das Integral Jalg9. über die Begrenzung von T aus- 
gedehnt, giebt p2m'ni, also m'p als Anzahl der Nullpunkte. 

Dies ist das Theorem, dessen geometrische Anwendungen jetzt aus- 
einander gesetzt werden sollen. 

Betrachten wir zunächst Curven dritter Ordnung ohne Doppelpunkt, 
wo p=1. Die Summe der Werthe des Integrales «, über die drei Schnitt- 
punkte einer Geraden ausgedehnt, sei 9. Dann verschwindet 

- nn a 


in m’ Punkten, in denen 


J—m 
mu+ 2a = g. 
Es giebt also 4 Gerade, welche durch einen Punkt («) der Curve gehen und 
diese ausserdem berühren; und es giebt 9 Gerade, welche osculiren, die 9 
Wendetangenten. Ferner kann man noch Kegelschnitte untersuchen ; diese 
schneiden in 6 Punkten, die Summe der Integralwerthe über diese Punkte hat 


den Werth 2g. Betrachten wir also 





6—m - 
ste a 
(mut a2 48). 
t (A + Ir 2 9 
Dies verschwindet in m’ Punkten; es giebt also m’ Kegelschnitte, welche durch 
6—m gegebene Punkte gehen und in einem dadurch bestimmten Punkte 


m-punktig berühren. 
Im Folgenden nehmen wir immer für p den untersten Grenzwerth 


p = m Lit2. 


23 * 
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Den Grund hierfür werden diese Entwicklungen selbst enthalten. Betrachten wir 


’ 
(4.) Ilmu+Za—k)*), 
/; die Summe der Integrale über die q» Schnittpunkte einer Curve g'“ Ordnung. 
Dies 3 verschwindet in pm’ Punkten, in denen 


J pl 
9.) mu+2a—k = —2Pß; 


die m+-j-+p—1 Punkte «, «@, 9 sollen auf einer Curve g° Ordnung liegen 
und alle Schnittpunkte derselben sein, mithin muss 
m+j+p—-1l = gn 


oder 





G+D@+N 


Mr) = 3 


sein. Es giebt also p.m’ Curven q“ Ordnung, welche durch j Punkte « gehen 
und in einem dadurch bestimmten Punkte m-punktig berühren. Die Anzahl der 
" ' un. r 4.4-+3 
durch diese Forderung gestellten Bedingungen ist in der That ir 
dass dieselben im Allgemeinen zur Bestimmung der Curve q’““ Ordnung hin- 
reichen. Wäre p grösser als unser Werth 
9-4+3 ,. 
p us m +i, 


. g+i1.4+2 ,_, . ) ’ 
so müssie m+j = IT DE —i sein. Dann wäre die Anzahl der Bedin- 





sungen zu klein, jeder Punkt « würde die Gleichung (5.) befriedigen und die 
$-Funetion (4.) müsste identisch verschwinden. Ich werde hierauf noch- 
mals später zurückkommen. Ist z.B. »=4, qg=1, so muss p=2 sein. Die 
Curve vierter Ordnung hat dann einen Doppelpunkt. Jetzt ist 


m+j =», 
durch jeden gegebenen Punkt (j=1) gehen also 2.2°—=8 Tangenten der 


Curve, und es giebt im Ganzen 2.3°= 15 Wendetangenten (j=0). 
Die hierdurch für jedes p möglichen Multiplicatoren m, oder vielmehr 


g 


die Zahlen m-+,j stehen zu p in einem interessanten Zusammenhange. 
Zwischen q, p und » besteht die Gleichung 


7-g(n—-3)+2p = 0, 


*) Anstatt #(®,,..0,) soll, wenn keine Verwechslung möglich ist, #(o) geschrieben 
werden. 














Roch, über #-Functionen vielfacher Argumente. IS1 








mithin 
2n —3+ Y(2n — 3)? - 8 
g= > _ 
Wenn (?n—3)’—-&p=1 ist, giebt dies 





n—i.n n. AR (Gi ) rn g+-1.49+?2N 
ulseism: zum Annas van Di Cm beiden Fällen a) 
und in beiden Fällen 
 n—i.n—2 
Ale Er 


also r=(0. 
Ist dagegen (2»—3)’— Sp > 1, so muss es eine ungerade (Quadratzahl 


sein. die wir schreiben 
(2n — 3)’ —8p = (2s — 3)’ 
Dann ist für q nur einer der Werthe zulässig: 
q=n—s, ?%p=(n+s—B)(n—s) 

Es muss also 2p auf alle Arten in einen geraden und einen ungeraden Factor 
zerlegt werden. Die Differenz der Factoren ist 2s—3; ist diese gleich 1, so 
kann sowohl der grössere, als auch der kleinere von beiden als g genommen 
werden. Beträgt die Differenz mehr, so muss s>2, also n+s—3 >n-—s 
sein; dann darf nur der kleinere von beiden Factoren als g genommen 


werden. 
Hat man so die Werthe von gq für jedes p gefunden, so ergeben sich 


die Werthe von m+,j vermöge 














11.94 
m+j = 77 = 2 . 
Dies giebt folgende Zusammenstellung 
p=1 |213 1415 16 
m+j = 3,613 3, 6, 10/33, 613, 10, 15 
so —=7T 110 1 
m+j = 3,6 is 6, 1013, 15. 213, 6. 
Hat man 2p=g.t gesetzt. so ist n = IISEr. Nehmen wir p=3. und setzen 


q=2.t=3, n=4, so können wir die Anzahl der Kegelschnitte bestimmen. 
welche durch 6-m gegebene Punkte gehen und in einem Punkte m-punktig 
berühren. Die Anzahl ist 3.m’, z. B. 27 für m=3. Steiner giebt in diesem 
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Falle (Bd. 49 dieses Journals) 30 Kegelschnitte an, während in dem speciellen 
Satze 5 daselbst die richtige Zahl 27 steht. 

Da man immer 2p =1.2p setzen kann, so wird immer 0@=1, m=3 
möglich sein. Wir finden daher z. B. immer 4p von einem Curvenpunkte 
ausgehende Tangenten. 9» Wendetangenten; dies stimmt mit der sonst be- 
kannten Zahl. Denn da die Curve q"" Ordnung wegen p=n»—2 die Anzahl 


n— I n—2 FE 
Fa: Yeegl Doppelpunkte haben muss, so ergiebt sich die Anzahl Wende- 
taneenten gleich 

n—3.n—2 


D) — 9 (n — 2) 





3n(n—2)—6- 


(s. Salmon, higher plane curves p. 73). 

Die jetzt entwickelten Anzahlen für berührende Curven sind die An- 
zahl der Lösungen von (5.); hat eine und dieselbe Curve g" Ordnung die 
Eigenschaft, mehrere Punkte » zu bestimmen, also in mehreren Punkten m-punk- 
tie zu berühren. so muss dieselbe sovielmal gezählt werden. Dies tritt immer 
ein für m =1. 

Nehmen wir z.B. qg=1, so lassen sich (m+i=3) durch 2 Punkte 
nicht p, sondern nur eine (rerade ziehen; diese schneidet aber noch in „—2 =p 
Punkten, daher giebt unsere Bestimmung die Anzahl p. 

Ferner giebt unsere Zahl an, wie oft 


7 
I mu+>a—k 


Null erster Ordnung wird. 

Werde diese Function für ein Werthsystem von #,. .... a, einmal Null 
zweiter Ordnung, so heisst dies, es verschwindet auch noch 4 mu + 3a —k). 
wenn man den Punkt (s,z) oder « um ds vorwärts rückt: dies würde aus- 
sagen. dass die Curve g° Ordnung m-+1punktig berührt. Dann muss einer 
der Punkte « einer der möglichen Berührungspunkte, sein und eine der mög- 
lichen Berührungen wäre m + Ipunktig. 

Die hier möglichen Fälle und die damit verbundene Verminderung der 
oben gegebenen Zahl zu discutiren hat keine Schwierigkeit. Es ist schon 
früher bemerkt worden, dass bei gegebenem » die Annahme grösserer p als 
des bis jetzt betrachteten zu identisch verschwindenden #-Functionen führt. 

Ich will bei dieser Discussion nur den allen p gemeinschaftlichen Fall 
y= 1 betrachten. Dies liefert: 

p=n—-?+i, m+j=I-i. 


| 
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Nehmen wir zunächst ©= 1, so ist möglich 
m=2, j=®Q, 
d. h. bei geeigneter Bestimmung der p Constanten k verschwinde! 
+ (2u— k) 


identisch für jede Lage des Punktes a; dies gilt für alle p welche grösser 


als 2 sind. Um hier nämlich y=?2 zu erhalten, müssen wir von p=1 aus- 
sehen; dazu gehört »= 3, und für n=3 kann nicht p =? werden. 

Ferner ist m =1, j=1 möglich, d. h. für jedes p, welches 2, ist 
J(ua+a—k) 


bei beliebiger Lage von « und « Null. 
Nehmen wir ferner @=2, so erhalten wir m =1,. j=0. d.h. 
+(u—k) 
verschwindet identisch für jede Lage des Punktes x. 
Noch andere Sätze über das identische Verschwinden von 4-Funeclionen 


erhält man, wenn man die Curve g' Ordnung durch eine beliebige Anzahl 


/ der vorhandenen Doppelpunkte legt. Alsdann ist nämlich die Anzahl der 


Bedingungsgleichungen für die Lage der Curve g'“ Ordnung nicht wie vorher 
m-+-j, sondern m-+-j—[, es tritt also dann der Fall ein, dass auch der Punkt 
u zur Bestimmung der Lage der berührenden Curve hinzugenommen werden 
kann und die 9 verschwinden dann auch, bei geeigneter Wahl der %k, wenn 
man die Combinalionen von m-+-j und p benutzt, bei denen bisher die 4- 
Functionen nicht verschwanden. 

Wir haben bis jetzt immer g<Z» angenommen. Die Untersuchung 
von g—n führt noch zu ganz anderen Betrachtungen, weshalb ich dies einer 
anderen Mittheilung vorbehalte. 

Ich will jetzt zu einer etwas anderen Form der Argumente der 9- 
Function übergehen, die auch noch zu interessanten geometrischen Sätzen führt 

Betrachten wir, unter « und 5 gegebene Punkte verstanden: 


py—m 


3 (mu — Z0.—ß). 


Dies verschwindet in p.m’ Punkten, und dann muss allemal 


p—m p—1l 
mu+ Za— = 3" 
l 


oder 
p—m p 
mu+ Za= pP 
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sein. Von den p Punkten / ist der eine, früher allein mit bezeichnete, 
willkürlich. Die m Punkte « und « müssen daher (s. Riemann $. 24) die 
Nullpunkte einer Function y sein. Nun ist, als Function des einen Punktes 


Ib] betrachtet, 
ym 


3 (P—mu— a) 
in # Null von m“ Ordnung, d.h. es hat dort die Form Const. (3—b)”, wenn 
b der zu ? gehörige Werth von z; daher ist diese Function auch als Function 
von z betrachtet in 5 Null m‘ Ordnung und wird noch in pm’—m Punkten Null 
erster Ordnung. Es giebt also pm°’—m Functionen g, so dass die Curve 
y=0 durch p—m gegebene Punkte («) geht und in einem dadurch bestimmten 
Punkte m-punktig berührt. 

Ist speciell p = n»—1, m = 3, so giebt dies die Anzahl Wendetangenten 
n—4.n—1 
2 
man nämlich eine Curve (2—4)"" Ordnung f=0 legen, welche noch in n—4 
Punkten schneidet. Nimmt man diese zu Punkten oe, und ist yg=0 die Glei- 
chung einer Geraden, so sind alle durch die y—-—3=n-—4 Punkte gehenden 


Curven g=0 von der Form 


Doppelpunkten. Durch diese kann 





einer Curve x” Ordnung mit 


[- 9; 
und es giebt g(»a—1)—» solcher Functionen, für welche f=0 dreipunktig 
berührt, also Wendetangente ist. Diese schneidet dann noch in je n„—3 =p—2 
Punkten 5, so dass 
p—? p—3 


su+Zzp+za—=(. 


Für »=4. p=3 giebt dies die Zahl 24. 

istn=5d. p=6, so ist 9=0 ein beliebiger Kegelschnitt; es giebt 
6m —m Kegelschnitte, welche durch 6—m Punkte gehen und in einem da- 
durch bestimmten Punkte m-punktig berühren, also z. B. 51 osculirende 
Kegelschnitte, welche durch drei gegebene Punkte gehen. Steiner, dieses 
Journal, Bd. 49, giebt in diesem Falle wiederum drei zu viel an, nämlich 54. 


Halle a. S. im Febr. 1866. 
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Beziehungen zwischen Theta- Produeten. 


(Von Herrn Gordan in Giessen.) 





8. 1. 


Jacobi und Hermite haben die synektische Function 


Ha.x) = Fe 


I. 


2, 
ır(an” +?2nx) 


durch die Functional- Gleichungen: 
9(a,x2) = 4a, +1) = et’) 9(a, c+a) 
bis auf einen von x unabhängigen Factor bestimmt. Dieser Factor lässt sich *) 
mittelst der partiellen Differentialgleichung: 
0’0%la,2) ,„.. 00Ca,®) 
0x’? da 








bis auf einen von x und a unabhäneieen Factor bestimmen. 
> © 


$. 2. 
Genügt umgekehrt die synektische Function f(x) für eine gegebene 
Zahl p den Relationen: 
f(z2)=f(cz+p) = ee" f(c-+a), 
Bi; 1. of 


m u Zn en ” 


ox” oa 


dann ist nach dem vorigen Satze: 


p—l 
S,f(c+n) = cOla,x), 
0 E . a 
wobei c eine von a und x unabhängige Constante bedeutet. (Vergleiche 


Zahlentheorie von Lejeune Dirichlet pag. 317.) 


$. 3. 
Der in $. 1 gegebene Satz kann leicht auf 9 Producte ausgedehnt werden. 
Das Product 


nn 
v(u,) =4O(a, u)0(a, %)...0\a, u,) = II,6(a, u,) 
1 


genügt für jede der Variabeln w,, u, ... a, den Relationen: 


ie in(2ur ta) 
v(u)=v(u.+1)=e "TTy(uta) 





*), Diele Riemann, Abelsche Functionen $. 25. 
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und der partiellen Differentialgleichung: 
22 23 22 2 
YUV 4 


ou? du? ou? oa 








’ 


wodurch es bis auf einen von den Argumenten « und dem Modulus a unab- 


hängigen Factor bestimmt wird. 


$. 4. 
Genügt umgekehrt die synektische Function f(w,, %,%;.... a,), welche 
wir der Kürze wegen mit f(a,) bezeichnen wollen, für gegebene Zahlen: 
Pıs Pr) - =» = Pr 
den Relationen: 


/ \ } 2 1 ) / \ 
fiw,) _ fiwu+ pi) = er —— fiw+ta) 


und der partiellen Differentialgleichung : 








Of, © ö° ‚© 
SL. = [ ee. — [ nn Min " 
ou, ou, OU, oa 


dann ist nach $. 3: 
P, 1 pP, Pn—1 Pl 


n 
En, Sn, er Sn,f[(uı4 mM, U Mas... U,-+m,) = zn,f(w+ m,) = € II6(a, u,)» 


wobei ce eine von den Grössen a, %,, %ı» ... U, unabhängige Constante ist. 


$. 5. 


Wir wollen nun zu # Producten übergehen, in denen die einzelnen 
Factoren verschiedene Moduli haben, welche indess ganze Muliipla von «a 
sein mögen. 

Das Product: 

v(w,) = Olqıa, w,)O(qa, w,)6(g;a, w;)...0(q,a, w,) 


senügt den Relationen: 


v(o,) = y(o,+1) = er FR) ,(w,+ q,0) 
und der partiellen Differentialgleichung 


Op, , IV Ay. dy 


n 


wodurch es bis auf einen von den Grössen a, w,. @. ... w, unabhängigen 


Factor bestimmt wird. 


$. 6. 


Genügt die synektische Function f(w,, ©, @,...w,) = f(w,) für gege- 


bene Zahlen: 
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DS 2 
den Relationen: 
an (20, er Ik af 





f(w,) = flw,+p,) = e w,-+g:a) 
und der partiellen Differentialgleichung: 
o’f o’f of of 
—— +9; ++ ( - lin ‚ 
9 owW, 1: 00, 1" oW? oa 
dann ist nach $. 5: 
P, = n 
<„f[(w,+m,) = cH,0(g.a, w,). 
0 r ' 1 


wobei c eine von den Grössen a, ®,,. @. ... o, unabhängige Constante ist 


r 


$. 7. 
Wir führen nun » Variable: 
Bi >; u, 
und » andere Variable: 
Me ae. 6 


ein, welche von den ersteren durch » Gleichungen der Form: 





1.) ©, = a, Fta2w+'-+ta;,u, 
abhängen mögen. 
Ausserdem möge noch die Identität: 
O°f | 0°? of A%f Of 0°? 
(1.) FT er [ == ... Bi = ı er 1 u. ui 4, . al 
ou, ou, ou, ow, "ow dw, 


bestehen; es finden dann zwischen den Substitutionseoeffieienten. welche wir 


‘ Be . 
sanzzahlig annehmen wollen, ud zo Gleichunsen der Form statt: 


‘ 


ui. | (0 für u=4. 
(IM. Ayıd,ıt Anr@,a Ei ya T da). Ü un un 


u, he 
$. 8. 
Durch Auflösung der Formeln (l.) erhält man » Gleichungen der Form: 
(IV.) u, = A,0 + A, + A;,0; +++ +A,,w,. 


Um die Coefficienten A,, zu berechnen, bedienen wir uns folgendes Verfahrens. 
Wir seizen in Formel (I.): 
V) =, 
es wird dann: 
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0 für u>4, 
du: = si 


und wenn wir statt «, und w, diese Werthe in Formel (IV.) eintragen: 


Ny 


( VI. w, = A; + Ad2d,at .- A;n U um oo; 


J 


Ay = Awdas 
mithin: 
, w w. w, 
VI) «= a,— +0, — +. +ta,—: 
q, ’B In 
$. 9 


Die Function: 
f(u,) = Ola, u,)6(a, u)...0(a, u,) 





genügt nach $. 3 den Relationen: 





A. | of of 
+ +++, = Mn 


ou? ou; our 


f(u,) u f(u,+a,,) zu 


ira. +auu, ++ ann) talaat aa tt aan) pr i 
e' | r _. F 2 (a © ß 'f(u+a1a,0+@,2a,...u,+@,,0) 
mithin, als Function der » angesehen, den Relationen: 


ol; gr 3 — An 2 ‚ (s. F. (I)), 


917 co! +4 
PER he (s. F. (1) u. (I). 


Wir können daraus nach $. 6 den Schluss ziehen, dass 


























Nr. gi B... m w,-—-m, + m 
Yy i n 
u 45 >, ‚6(a,a —_— ——+69 - — —to +4, 1m) 
0 0) q, Q, 4 
wm WM +M, W, +m, Wurm 
> d(a, do — -4 da —— + ... 2 en = .0(a,a + ... +, — ") 
q, q; In 


0 NE ANGE" EEG 
Die Grösse ce bedeutet hier eine von den Grössen a, w,, &%, ... w, unab- 
hängige Constante, welche wir bestimmen, indem wir a = ix setzen. 
In diesem Falle ist nämlich: 

(pa, z) = 1, 
mithin: 

d192:--u = € 
und: 


gy—I n L n 
En, 11,6(a, Z, he ==) = 11,9:6(qsa, w,) 
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oder, wenn man die Formel (VII.) anwendet: 
(VIH. ) z, ‚11,9(a, + 3,a )= — 11,9,0 (4:4, >.a,u)). 
$. 10. 


Diese Formel kann leicht durch folgendes Verfahren eine allgemeinere 


Form annehmen. 
Man vermehre «, um w,a, wo u, irgend eine ganze Zahl bedeutet. 


und wende dann die Formel an: 














’ AM \ , ...) 
en Am en 2 HT 1 raa, n 
sAftbs 41 
0 (a, +3; i ) = e 6(a, u,tu,a +2, FE 
Wir erhalten dann die Formel 
u En Bu +2&.u, un rW, a, n 
3, Il;,e r 6(a,u+2. en) 


11,9 9(q.a, 214,.(0+10)), 








3.06 “ 1 11,6(a, u+E, ut) 


hs Gs 
in I2u; uU, +u7 a} nn n 
u I1.4.0(g.a, 214, (u + 10)). 


g. 11. 


Vertauschen wir in der Doppelsumme 
a;m. 


35,2 - 
1 i 1 ’ VB 
die Summationsbuchstaben und setzen wir in der Summe: 
2, j2u04+ ua) 
k statt A, dann gelangen wir zu der Formel: 


2 dm} 
—1 $ 
9 N 


Bin u; 

r n 6) Ä na 7} . 2 r 

1 gi am, int’ 2urut+ufa) | 
2.6 Ka, 2 am) a, Falun) 








und. wenn wir: 
Bir 





e R =e 
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setzen: 

I, . n mid; Ajslis n 

En, Il;e;  a,u,+ <, 
l l 


Aa,,m 


Qs 





. in'2uru,+uta 0; 
)= Il.g;e Ar Mk ya, Zraylurtua)). 


$. 12. 
Diese Formel ist eine Relation zwischen # Functionen, deren Argu- 
mente lineare Functionen der Variabeln: 
_E Ve 3 
sind. 

Auf der linken Seite haben sämmtliche # Functionen den Modul a, 
während auf der rechten Seite die # Functionen der Reihe nach die Moduli: 
1194, Ad, ... qq 

haben. 
Ausser diesen Grössen kommen noch die » Zahlen «u, und die n' 
Zahlen a, vor. Die ersteren sind völlig willkürlich, während die letzteren 


n.n--1 . ı 3 " 
> — Relationen (IIl.) genügen müssen. 


nz 





den 


$. 13. 

Je nach den ganzzahligen Werthen, welche man den Grössen «a, zu- 
ertheilt, wird man der Reihe nach alle nur denkbaren Beziehungen zwischen 
9 Producten erhalten. Wir sparen uns die zahlreichen Anwendungen unserer 
Formel auf Zahlentheorie und Modulargleichungen für spätere Untersuchungen 
auf und wollen uns hier auf einige wenige Beispiele beschränken, welche 
dazu dienen mögen, die Fruchtbarkeit der Methode darzuthun. 


$. 14. 
Beeinnen wir mit dem einfachsten Falle. 
Es möge nur eine einzige Variable » existiren; es ist dann: 


4 = A 
und daher: 
a — 
'y m m... 
>,0(a, U “. — a,0laa, A). 
() 
11 
Setzen wir hier: 
m —= NAıu+th, 


dann wird: 
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a layı—| 


e h 2/2 
ea 2, 6(a, AU 7 —) = a0 Ad,,d, dı, U ). 
0 0 11 


a1 h e 
3,0(a, U : —) —_ a,,0(a,,a, Ad, > 


Lı 
$. 15. 
Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo zwei Variable vorhanden 
sind. Es ist dann: o, = Aılı Fan. 
mr = Gl, tU»%. 
G,Gn +G41G02 = 0, 
dutan = dı» 
a, +4: = 6 


Ohne der Allgemeinheit der Untersuchung grossen Eintrag zu thun. wollen 
wir die Annahme machen, dass sowohl die Zahlen «@,,. a, als auch die Zahlen 
As), Ad», Telative Primzahlen sind. — Die Formel 

Ida +, An = 0 


zeigt, dass bei dieser Annahme: 





4, = Ads din —Aı 
sein muss, so dass die obigen Relationen in folgende übergehen: 
o = Aut +anin. 
> = Ant Als 
q = aut. 
Tragen wir diese Werthe in Formel (VIII.) ein, dann erhalten wir die Gleichung: 
gi g—I ' 
BA; 9(a, + a,,m, n qd,,m, ) 6(a, + d,,m, - TE 
= gd(ga, a,%+ a,u,)0|ga, 0,0 — 4%). 
$. 16. 


Auf der linken Seite dieser Formel befindet sich eine Summe von q 
Gliedern; wir wollen die Reihenfolge der Art verändern, dass sich je q 
Glieder in ein einziges zusammenziehen lassen, und wir daher nur q Glieder 
zu summiren haben. Um diesen Zweck zu erreichen. bestimmen wir zwei 


Zahlen «,, und «, so. dass: 


u dı An ni 
Oı On) 
wird, und führen 2 neue Summationsbuchstaben z, und a, mittelst der Formeln ein: 
N, = Am, + dm» 
nn = O1 Mm + Om. 





I 
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Die Summen: 


5 5 ‚m, - m, a 
x,,0(a, u 12 :) 4(a, 4, + 12 


En 2 


eu) 
1 








und: 


>, Po +) (a, tn, ut tut 24m) 








— 12.,9(a, +) 0a %+n, ai un IE) 


enthalten dann dieselben Glieder und haben daher gleiche Werthe. Mithin 
erhalten wir die Gleichung 











2 n 4,1% + 4,0 12 f 
S, oa, ut r o(a, u.+n q ) = 49(ga, 4,1% +4,.%) 6 (ga, a,% —@,%). 
$. 17. 
Je nach den ganzzahligen Werthen, welche man den Elementen der 
Determinante: 
A 
zuertheilt, erhält man Transformationsformeln der g“" Ordnung. 
Für 
A | | 
0 1 
ist | 
q=?2; 
3,0(a, u+>)6(a, + — 2% (2a, m +%)9(2a, w—,). 
Für 
zz 
Aa | 
Aa 
ist 
A 
3 an: 
a; d(a, ut = )o(a, U + — 50(da, 2u,+ u) (da, u, — 2). 
Für 
DE 
A=| | 
0 1} 
ist 
9-9 
en |; 
2. 9(a, ut+— —)6(a, 44) = 0 (da, u, + 2u,)0 (da, 2u, — u). 


Giessen. den 20. März 1865. 
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Ueber singuläre Auflösungen partieller Differential- 
sleiehungen erster Ordnung, 
(Von Herrn H. Weber zu Heidelberg.) 


m 
W ährend seiner Vorlesungen über Variationsrechnung im \Winter- 
semester 1864/1865 hat mein hochverehrter Lehrer. Herr Prof. Richelot zu 
Königsberg, mich auf eine gewisse Art von Problemen aufmerksam gemacht. 
und mir dieselben zu einer weiteren Verfolgung empfohlen. von welchen 
Lagrange in der „Theorie des fonctions analvliques“ handell, welche der 
Theorie der Maxima und Minima angehören. deren Lösung aber auf die Be- 
stimmung der singulären Lösung einer Differentialgleichung hinausläufi, 

Das Problem, welches von Lagrange a. a. O. behandelt ist. lässt sich 
seometrisch so ausdrücken: Es soll eine Curve bestimmt werden, welche die 
Eigenschaft hat, dass eine gegebene Function der Absecisse,. der Ordinate und 
deren Differentialquotienten an jedem Punkt der Curve ein Maximum oder 
Minimum wird. In dieser allgemeinen Fassung ist. wie man sofort erkennt. 
das Problem überbestimmt. Daher dürfen die Variationen der Ordinate und der 
Differentialquolienten nicht von einander unabhängig sein. und zwar behandelt 
Lagrange die Aufgabe so. dass er den höchsten der in der gegebenen Function 
enthaltenen Differentialquotienten allein variirt. Ein besonderer Fall diese: 
Probleme ist namentlich von Interesse. nämlich der. wo der gesuchte grösste 
oder kleinste Werth der gegebenen Function eine Consiante wird. weil sich 
alsdann die Ordnung der aufzulösenden Differentialgleichung um eine Einheii 
erniedrigt. Es ist dies der Fall, welcher auf die singuläre Lösung eineı 
Differentialgleichung führt. nämlich derjenigen Differentialgleichung. welch. 
man erhält, wenn man die gegebene Function gleich einer Constanten setz! 

Ich überzeugte mich bald. dass die ganze Theorie der singulären 
Lösungen auf diese Betrachtungsweise gegründet werden könne: denn die 
singulären Lösungen werden immer dadurch erhalten. dass man gewisse par- 
tielle Differentialquotienten Null setzt. was also auch als Bestimmung eines 
Maximums oder Minimums gedeutet werden kann. 

Ins Besondere lässt sich die Aufgabe der Bestimmung der singulären 


Lösung immer so fassen. dass unter allen Werthen. welche die abhängige 
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Variable für ein constantes Werthsystem der unabhängigen Variablen der ge- 
sebenen Dillferentialgleichung gemäss annehmen kann, der grösste oder kleinste 
eesucht werden soll. 

Dies geschieht dadurch, dass man entweder die Werthe der willkür- 
lichen Constanten in der vollständigen Lösung. oder die Werthe der Diffe- 
ventialquotienten in der gegebenen Dillerentialgleichung variirt. In dem Fall einer 
Gleichung mit drei Variablen führt diese Betrachtungsweise, geometrisch ge- 
deutet, wenn ein wirkliches Maximum oder Minimum stattfindet, zu der En- 
veloppe einer Schaar von Oberflächen, d. h. zu einer Oberfläche, über welche 
keine der durch die Differentialgleichung dargestellten Oberflächen hinausreicht. 
Wenn kein wirkliches Maximum oder Minimum stattfindet, so wird die Enve- 
Ioppe von den Oberflächen, welche sie einhüllt, gleichzeitig berührt und ge- 
schnitten, so dass sich zu beiden Seiten der Enveloppe Individuen der Ober- 
lächenschaar vorlinden. 

Eine Untersuchung, welche Aehnlichkeit hat mit den Untersuchungen 
der zweiten Variation, führt zu dem Beweis, dass in gewissen Fällen die aus 
der Differentialgleichung erhaltene Lösung immer eine singuläre ist, und ferner 
zu einer Eintheilung der verschiedenen Lösungen einer parliellen Differential- 
vleichung. die gewissen Bedingungen unterworfen ist, wie ich dies in den 
ss. 91. gezeigt habe. 

Ich glaubte diese wenigen Bemerkungen über die singulären Lösungen 
als Maxima oder Minima vorausschicken zu müssen, da diese Betrachtungs- 
weise anfänglich den Ausgangspunkt meiner Untersuchungen bildete, den ich 
aber später verlassen habe, weil mir derselbe keine wesentlichen Vortheile 
zu bieten schien. Der Weg, den ich in der vorliegenden Abhandlung be- 
folgt habe, ist übrirens weder in den Resultaten noch in den Methoden wesent- 
lich verschieden von dem, der auf die Theorie des Maximums oder Minimums 
zu gründen wäre. 

Der Gang meiner Untersuchungen ist folgender: 

Im ersten Theil wird über die Form der Differentialgleichung nichts 
vorausgeselzt,. als dass sie einen willkürlichen Parameter abgesondert enthält: 
für diese Gleichungen wird dann aus den bekannten Prineipien über die Lö- 
sungen der Differentialgleichungen Begriff und Bestimmungsweise der sin- 
oulären Lösung abgeleitet. Im zweiten Theil nehme ich an, dass die Dif- 
ferentialgleichung in Bezug auf die abhängige Variable aufgelöst sei, wodurch 


die Resultate etwas an Allgemeinheit gewinnen. Auf Grund dieser Form 
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wird dann die Natur der durch Differentiation erhaltenen Lösung mit Hülfe 
der der Dilferentialgleichung genügenden Werthe der zweiten Differentialquo- 
tienien einer eingehenden Untersuchung unterworfen, wodurch man zugleich 
einige. wie es mir scheint, nicht uninteressanle Einblicke in den Charakter 
der verschiedenen Arten von Lösungen überhaupt gewinnt. Endlich bin ich 
noch eingegangen auf die singulären Lösungen der linearen Differentialglei- 
chungen, welche in den vorangegangenen Untersuchungen nich! einbe- 


oriffen waren. 


$. 1. 
Es liege eine partielle Dilferentialgleichung erster Ordnung zwischen 


»--1 Variablen vor: 








(1.) (3, 25 22... 2 Pr, Pr---P,) = Mn; 
worin z die abhängige, x, ... x, die unabhängigen Variablen bedeuten, und 
Pı --- pP. wie gewöhnlich die Bedeutung haben: 

03 03 03 

ör, = Pı9 Bas, rer Du Pe 


h,, ist ein Parameter. welcher in der Function f, nicht vorkommen soll. und 
von welchem ich ausdrücklich hervorhebe. dass ich ihn als wesentlich will- 
kürlich betrachte; die zunächst zu entwickelnden Sätze gelten nur für will- 
kürliche constante Werthe von A, und können für specielle Werthe dieser 
Grösse Ausnahmen erleiden. 

Auf die Form der hier betrachteten Gleichungen können alle Differen- 
tialgleichungen gebracht werden, die eine unbestimmte Constante enthalten. 
durch Auflösung nach dieser Constanten. Gleichungen ohne willkürlichen Para- 
meter behalte ich einer späteren Untersuchung vor. 

Ich bemerke endlich noch, dass ich, aus später anzugebenden Gründen. 
solche Differentialgleichungen ganz von meinen Betrachtungen ausschliesse. in 
welchen die abhängige Variable z selbst nicht vorkommt. 

Unter einer vollständigen Lösung der Gleichung (1.) versteht man be- 


kanntlich einen Ausdruck für z in den unabhängigen Variablen z,...«, 
und » willkürlichen Constanten A,...A,, welcher die Eigenschaft hal. dass 


wenn man ihn und seine partiellen Differentialquotienten für z und p,...p 

in die gegebene Differentialgleichung (1.) substituirt, dieselbe identisch be- 

friedigt wird. jedoch so, dass zwischen dem Ausdruck z und seinen Differen- 
>53 * 
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tialquotienten keine andere, von den willkürlichen Constanten befreite identische 
trleichung besteht. 

Aus dieser Definition ergiebt sich unmittelbar Folgendes: 

Zunächst 'dass eine vollständige Lösung den willkürlichen Parameter %, 
enthalten muss; ferner dass die Gleichungen, wodurch 3, p,, pz...p, als 


Funelionen von &,. %3...7,, Aus A... h, dargestellt sind, in Bezug auf die 
Grössen Ay, Ä,... h, auflösbar sein müssen, und der dadurch gewonnene Aus- 


druck für A, gerade die gegebene Function f, sein muss. Es ergeben sich 
demnach durch dieses Verfahren Gleichungen von folgender Form: 


u = fu(2; Cıy #2...@,, Pı> Pa---Pn)> 
he lan a + Pi r- -ı 


* rl si A 

wo umgekehrt diese Gleichungen wieder nach z, p,...p, auflösbar sein müssen. 
so dass man aus ihnen die vollständige Lösung auf algebraischem Wege 
wiederherstellen kann. Die Aufgabe, die vollständige Lösung der partiellen 
Dilferentialgleichung zu finden, ist daher vollständig aequivalent mit der Aul- 
sabe der Bestimmung der Functionen fi» fi---f.- 

Dies ist die Art, wie Jacobi die Aufgabe der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen angreift *), und es sei mir erlaubt, soviel für die fol- 
senden Untersuchungen nothwendig erscheint, aus den Jacobischen Betrach- 


ungen in elwas veränderter Form wiederzugeben. 


$. 2. 

Damit in den Gleichungen (2.) des vorigen Paragraphen die voll- 
ständige Lösung der vorgelegten Differentialgleichung enthalten sei, ist er- 
forderlich, dass die Functionen fı...f, gewisse Bedingungen erfüllen. 

Zunächst müssen die Grössen z, p,...p, vermöge der Funclionen fi. fı../, 
durch diese Funelionen selbst und durch die unabhängigen Variablen aus- 
drückbar sein, und umgekehrt müssen aus diesen Ausdrücken die Functionen 
fü» fi.../, wieder hergestellt werden können, mit andern Worten. es darf keine 


Vo], dieses Journal Bd. 17 und Pd. 60. 
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der beiden Determinanten: 

















0 A Vi %. Fe Se... 
eat em 
f, TR. 7 PM MM .., 8» 
3.) | 02 ’ 0p, Op. |. | - Ad : Al of, | 
| ofn of, of, OD, OP, Op, 
A 0 ie > A A 4 


identisch verschwinden. 

Die andern Bedingungen, denen die Functionen fj...f, zu genügen 
haben, ergeben sich daraus, dass die aus den Gleichungen (2.) des vorigen 
Paragraphen bestimmten Werthe von p,...p, die parliellen Differentialquotienten 
des aus denselben Gleichungen bestimmten Werthes von z nach den Variablen 
7,...x7, sein müssen. wenn Ay, A,...h, als constant angesehen werden. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so ist in den Gleichungen (2.) jedenfalls eine 
vollständige Lösung der gegebenen Differentialgleichung enthalten. 

Diese Bedingungen für z, p,...p, lassen sich vollständig ersetzen durch 
ein System von parliellen Differentialgleichungen, denen die Functionen fı.../, 
genügen müssen. Diese Gleichungen bilden das Fundament meiner folgenden 
Betrachtungen, weshalb ich dieselben hier auf einem möglichst kurzen Wege 
entwickeln werde, wiewohl dieselben in der posthumen Abhandlung von 
Jacobi, Band 60 dieses Journals. für den Fall, wo z in der gegebenen Difle- 
rentialgleichung fehlt, vollständig abgeleitet sind. 

Um die Formeln in übersichtlicherer und kürzerer Form schreiben zu 
können will ich die Ausdrücke z, p,...p,, wie sie sich aus den Gleichungen (2. 
des vorigen Paragraphen ergeben, durch p,» Pi - - - P., bezeichnen, ferner die 
OPoo Pro... Pa 
© 


| — durch pu> Pu: - Pu 
ı 


partiellen Differentialquotienten 
or, or, 


Die Bedingungsgleichungen, um welche es sich handelt. und welche 
umzuformen sind, werden alsdann: 
(4) Ba Ps 


wo für x und 4 alle möglichen Combinationen der Zahlen O, 1, 2...» zu 


setzen sind. | 
Die Gleichungen (2.) werden durch Substitution der Ausdrücke pw. 


u . 


Pin: Pa für 2, p,...p, identisch, und durch Differentiation derselben nach 


x, erhält man die gleichfalls identischen Gleichungen: 








“ 
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\f. (an) Pen —23,f,(Pi)Pa > 

\ | 

Er | = Ba 1,D..0 
\ Be rs 


Multiplieirt man diese Gleichungen mit f,(p,.) und nimmt die Summe in Be- 
zug auf alle Indices k, so ergiebt sich: 


n 


=lo(Prw)f, (®1) ne 2, [Pro (Pw)Pır- 
Wenn man zu beiden Seiten dieser Gleichung das Glied: 
m ! \ / 
-2;f(Po) f,(Pi)Pu 
hinzufügt. so kann man dieselbe auch so schreiben: 


Sl Po) Feen) —FolPn)Fe(Pro) Pro} = 7 (Piw)fo (Pi) Pir ’ 


6.) 
; o—=U, u, 
| ET Te 


Eine entsprechende Gleichung erhält man, wenn man hierin @ und o mil ein- 
ander vertauscht, und durch Abziehen der so gebildeten Gleichung von (6.) 


| Si, Ufo (Pro) (f (,,) + prof, (Poo)) u (Pro) (fı (2) + Profos(Pn))! 
| = Eu fs(pu) FslPw) (Pa —Ppn) 


0 0 


ai 


Daraus folgt nun zunächst, dass wenn die Bedingungen (4.) erfüllt 
sind. die linken Seiten der Gleichungen (7.) verschwinden müssen. Umge- 
ehrt folgt aber auch, dass wenn die linken Seiten von (7.) verschwinden 
die Bedingungen (4.) erfüllt sind, was sich unmittelbar aus der Voraussetzung 
ergiebt, dass die erste Determinante (3.) des vorigen Paragraphen nicht iden- 
tisch verschwinden soll; denn diese Determinante kann dann auch nicht durch 
Substitution der Werthe von z, p,...p, aus den Gleichungen (2.) verschwin- 
den. weil durch diese Substitution ebensoviel neue willkürliche Constanten 
eingeführt werden, von denen 3, p, .. . p, unabhängige Functionen sind. Mil 
anderen Worten es kann die Determinante 


fi (Ppw) Alp). AP) | 
fı (Pi) fi (Pi) re Bin fı (Po) | 

) 
nina Ich 
HR (Po) fi (Pi) en a fa(Pm) | 


nicht verschwinden. 
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Es können demnach die Bedingungen (4.) vollständig ersetzt werden 
durch folgende: 

Es müssen die Gleichungen: 

Ce ATHOACHEZ TAG) AUDI ACHEN TAOD ER 
durch Substitution der Werthe von z, p,...p, aus den Gleichungen (2.) des 
vorigen Paragraphen identisch werden. 

Da aber wiederum durch diese Substitution »+1 neue willkürliche 
Constanten in die Gleichungen (8.) eingeführt werden, von welchen die Grössen 
3, Pı-..p, unabhängige Functionen sind, so folgt, dass die Gleichungen (9. 
auch schon vor dieser Substitution identisch sein müssen, dass sie also als 
partielle Differentialgleichungen angesehen werden können, aus welchen die 
Grössen fi, fa... f, als Functionen von 2, ,...X%,, Pı...P„ Zu bestimmen sind. 

Aus diesen Betrachtungen nun ergeben sich einige wichtige Folgerungen: 

Angenommen, es seien die Funclionen fj, fa. . . f, den Bedingungen (9. 
vemäss bestimmt, und zwar, was ebenfalls erforderlich ist, von einander und 
von /, unabhängig in Bezug auf z, p,...p,, So können auch umgekehrt die 
Grössen 2, p,, Pz ... p, ausgedrückt werden durch die Functionen fi, fi...f,., in 
welchen Ausdrücken ausserdem noch die unabhängigen Variablen &,. ©... :, 
vorkommen werden. 

Wenn wir in den so gebildeten Ausdrücken für z, p,...p, für die 
Functionszeichen fi, fi... f, ihre Ausdrücke durch z, &,., 2...» Pıs Pr---P, 
zurücksubstituiren, so müssen wir identische Gleichungen erhalten, nämlich: 
»=3, pP =Pı> --- Pa =P.- Durch Differentiation der ersten dieser Gleichun- 
gen nach allen darin vorkommenden Grössen ergiebt sich das System iden- 
tischer Gleichungen: 

—1+3,—f: 3)» 





9, ) 0 Pe y' Be Dr ’ 
J | Ed of; fi Po)» 
Im n Di 
0 nun (>) er 0% ' Ta . 
the 


Be 0% > . u. ’ . 
Hierin hat (—) folgende Bedeutung: es ist der Differentialquotient nach «x 


des Ausdrucks für z durch die Functionen fi, fı...f,, sowie x, in diesem Aus- 
druck explicite vorkommt. 
Nach den Bedingungen aber, welchen die Functionen f}, f;.../, unter- 
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h 03\ . ) , ) . 
worfen sind, muss der Ausdruck (—) identisch sein mit dem Ausdruck für 
z, 


p,. und demnach nimmt das System (9.) die Gestalt an: 


- . + 0 of: zphe 
10.) 0 — # Mi fi (pP); 


0 = P. +2, a, A, (®,)- 


Wenn wir dieses System der Reihe nach mit ds, dp,, dx, multiplieiren 


und alles addiren, so ergiebt sich die identische Gleichung: 


—n,de, — Ft gr 0 Fahr tr gedf 





11.) de—pıda, 


Diese Gleichung wird identisch, mag man nun ai der linken Seite für 


3,1... pP. Ihre Ausdrücke durch fi, fı ... f, setzen, oder auf der rechten Seite 
tür fi» fi... /„ Ihre Ausdrücke durch z, p,...p,- 

Der Gleichung (11.) muss jede vollständige Lösung der vorgelegten 
Dilferentialgleichung genügen. Es lässt sich aber auch leicht umgekehrt nach- 
weisen, dass, wenn man » von einander und von f, unabhängige Functionen 
fi» Pa...%, hat, welche die Gleichung: 

12.) dz— pda, — "— pda, = Pudfy+ Pıdpı ++ P,dy, 
zu einer identischen machen, die Funclionen 9,, %2...%,. Willkürlichen Con- 
stanten gleichgeseizt, eine vollständige Lösung seben. 

Die Gleichung (12.) ist nämlich äquivalent mit folgendem System 

= —14+23,8;9(2) HP) 
= = P.yilpe)+ Pofo(Pp.) 
GO P.+S&:Pi9: (2,)+ Pofı(®,), iR... 
Andererseits aber ergiebt sich, wenn man sich wieder wie oben die Grössen 
3, PP. durch fü» Pı, $r...Y,„ ausgedrückt denkt, und dann differentiirt. das 
System identischer Gleichungen: 


n r 
n vo Ym 


0% Pe) 
0 Be. PB 
en p,(2) of, v2, 
0 - e EEE 
r - gl (Po)+ ap /v\Pe), 


0% 


03 \, & 0 ee r 
0 = ( )+ 8:3 Pi (€ + Zr hee) oh, ... 


OX%) L op; 
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die Vergleichung dieses Systems mit dem System (13.) ergiebt: 


die Gleichung (14.) ist aber. wie wir oben gesehen haben, die nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass die Functionen Y,. Pr...,, Constanten 
gleich gesetzt, eine vollständige Lösung der Gleichung f, = A, werden. 


ww) 

Ich werde nun zur Untersuchung des Zusammenhanges übergehen. der 
zwischen zwei verschiedenen vollständigen Lösungen der Gleichung fi, — h 
besteht. Ich will annehmen, es würden zwei solche Lösungen erhalten. wenn 
man respective die Functionen fi. f...f, und $,, %...g, willkürlichen Con- 
stanten gleichsetzt. 

Es sollen dann wie oben die Grössen z, p,...p, ausgedrückt werden: 


einmal durch: 


Tıs To eh Ins fos fi er rn; 


dann durch: 
Tıs IL... Zus fo; Pı:---Pus 


und ich will zur Unterscheidung die beiden so erhaltenen Ausdrücke für 3 


durch 3’ und 3” bezeichnen. 
Wir haben dann nach den Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen 


dz — pda, — pda, —-—p,dr, 








\ O3’ + 02 df, A O3’ d 
- \ / = nn ( np u ce " n 
(15. A An f 
Oz’ Oz’ Az 
= nl + —— do, +:--+ — 
\ of, [v 0, Ip, | Om dp. 


Denkt man sich nun in fı, f.../, an die Stelle von z, p,...p, ihre Ausdrücke 
durch &,. 23...2%,, fo» Pı--.Y„ substituirt, und bezeichnet man den Differential- 
quotienten von f, nach x,, so genommen, wie x, nach dieser Substitution 
noch explieite in f, vorkommt, durch [f,(&,)] und gebraucht in analogem Sinne 


die Zeichen: [f,(f)]» [fs(P)] - -- [f(Y.)], so erhält man: 
df, = S,[f(@))de+[f (f)ldho+ FE [f,(yı)]dy.- 


0 = 1, 2, 56. 
Dieser Ausdruck. in die Gleichung (15.) eingesetzt. muss dieselbe identisch 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 3. 26 
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machen. Man erhält also durch Vergleichung der Coefficienten von df,, dy,, dx, 














oz" o2' iR oz’ ( -)] 
I — FR + — , np 
of, of, N ofo fi fo)‘ “ 
I‘ oz" " 02' ur - 
(16. | E —. S, 5, [f (o,)]. 
er O3’ " \ 
(0 — B- : rt Ace 


\ "ofo 
Die beiden ersten dieser Gleichungen sind von selbst erfüllt. weil durch die 
hier vorausgeselzte Substitution 3° und 3” mit einander identisch werden. 
Die letzte Gleichung aber ergiebt den gesuchten Zusammenhang zwischen 


den beiden vorliegenden Lösungen. 





03 £ j i ö 
— nicht identisch verschwinden können. so 


of; 


Da nämlich die Grössen 

folgt die identische Gleichung 
» 2 \ Du a \7 Pau ; \7 | 
fi: )llfı (22)]...Lfi (Tu) 


> er ER "(oe ) | 
17 BETREUEN ie 0, 


| 
ITACHITACHTRATACH 
diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den Functionen fj. f}... f,. nachdem 
in denselben z, p,...p, durch fü» fı» Pz... Y, ausgedrückt worden sind. eine 
identische Gleichung bestehen muss, welche von den x,...x, frei ist. also 
eine Gleichung von der Form: 
18.) 0 = fon fı---fas Pı--- Pu) 


oder auch eine Anzahl m solcher Gleichungen: 


y _ IL, (forfh---fasYı---Pu) 
19. 0 = A; (forfı---fas Pı--- Pu)» 


2; 20 #9 Ace ARE PR TON 

worn m<_n sein muss. Zunächst ergab sich allerdings nur. dass diese 
Gleichungen identisch sein müssen, wenn in fi, fs... f, 2, Pı.-.p; durch fu. Yı...Y, 
ausgedrückt wurden; da aber der Voraussetzung gemäss fj.,%ı...y, von einander 
unabhängige Funclionen von z, p,...p, sind, so folgt, dass die Gleichungen (18. 
oder (19.) auch dann noch identisch sein müssen, wenn man für fi. fi. fi» Pı--- , 
ihre Ausdrücke durch &,, 2... x,, 2, Pı... p„ einsetzt. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich nun unmittelbar das bekannte 
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Verfahren zur Bestimmung einer beliebigen vollständigen Lösung Y,. %»...y, 
aus einer gegebenen fı...f,. 
Es folgt nämlich aus der letzten Gleichung (16.) mittelst der Glei- 


chungen (19.): 





D2' if ” ’p 0 
ar — „IH(f)+ RI) + + IL (f 
1 
aa 
|. ur IF Ay 2 A f 
20.) { of; Br: 1,11, (fr) wi IT, (f2) Im /I, f: . 
0% 2. 5 ER Bu 
| Ofn . m H, (a) T Tl, \ fa) Be Im II, 4 


welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (19.) genügen. um die 
unbekannten Grössen p,. fr... Pas Az 4... zu bestimmen. 

Hat man auf diese Weise die Funetionen f,, f,...f, ausgedrückt durch 
Li» 2... 0,5 Pı> Pr... Y,, So werden durch Substitution dieser Ausdrücke die Glei- 


chungen (19.) identisch. Die Dillferentiation dieser Gleichungen ergiebt daher: 


= I WAGIHFERIEGINF + WIEGIHIE, (p.): 


= TITLE FH HET HIT). 


Wenn man also demnach die Gleichungen (20.) der Reihe nach mit [fi (Yy, 
'£(Y,)]-..[f,(p,)] multiplieirt und addirt. so erhält man mittelst der zweiten 


Gleichung (16.) 


—— = —4WII(y)-»IT(g)— — 7, 11,(9,)- 


Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Gleichungen (20.) und be- 
stehen gleichzeitig mit denselben. 

Daraus ergiebt sich der Satz: Wenn man zwischen den willkürlichen 
Constanten fi, fa...f, der vollständigen Lösung 3’ die Relationen (19.) festsetzi. 
und man dadurch zu der vollständigen Lösung z” gelangt, so erhält man 
umgekehrt aus der vollständigen Lösung z’ die vollständige Lösung 3, wenn 
man zwischen den Constanten der beiden vollständigen Lösungen dieselben 
Relationen (19.) obwalten lässt. 

Zu bemerken ist aber noch, dass diese Reeiproeität nicht nothwendig 
eine eindeutige ist. Man kann auf dem angegebenen Wege aus der voll- 
ständigen Lösung 3” unter Umständen neben der vollständigen Lösung 3’ noch 


andere erhalten. 
26 * 
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$. 4. 

Nehmen wir nun an, es sei irgend eine Lösung der Differentialglei- 
chung fi = A, gefunden, so sind durch diese z, p,, P>...p, als Functionen von 
%,» 2... bestimmt. Ob diese Functionen willkürliche Constanten enthalten 
oder nicht, darauf kommt es vorläufig nicht an. Unter allen Umständen müssen 
diese Functionen folgende Eigenschaften haben: sie müssen die Gleichung 


fs = hu, also auch dfy=0 identisch machen. Ferner muss, da p,...p, die 


partiellen Differentialquolienten von z sind: 
dz — p, de, — pda —  — p,dx, 
identisch verschwinden. 
Verstehen wir also unter fi, fs... f, die oben definirten Functionen, 
welche durch Substitution der vorliegenden Lösung in Functionen der x,, 
X,...a, allein übergehen, so müssen diese Functionen vermöge der iden- 


tischen Gleichung (11.) $.2 der Bedingung 


rn 


ar wen: 
of, h+ Zr f>- j of, 





df, 
identisch genügen. 
Hierin sind die fi, f;...f, als Functionen der x,...x, allein anzusehen. 


Bezeichnen wir also die in diesem Sinne genommenen Diferential- 


df, 


I 50 löst sich die Gleichung (21.) in 


quotienten dieser Functionen durch 


folgendes System auf: 




















df, 03 df, 02 dfan _ 0 

of, de, r of, de, PR me 0° 

© df, , % dh , ,, 9% dh _g 

22.) of ie ' 77 Gr, 
02 dfh, , 0% df, ‚02 dfı 

of, da, fr, di, ah a 7 


Dieses System gewährt die Mittel um aus einer vollständigen Lösung 
der Gleichung f, = h, alle übrigen Lösungen zu finden. Vermöge der voll- 
ständigen Lösung sind nämlich die Functionen fı. &... f, durch &,, &,....r, 
3, Pıs Pr--:P. gegeben. Aus dem System (22.) aber ergeben sich dieselben 
Funetionen ausgedrückt durch &,...x, allein; daraus erhält man Gleichungen, 
welche zur Bestimmung der Grössen z, p,...p, als Functionen von &,..., 
ausreichen. 








ri RN 
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Wenn wir die Functionen fı. f.../, den Gleichungen (22.) gemäss be- 
stimmt haben, so erhalten wir daraus unter allen Umständen eine Lösung. 
Diese Bestimmung kann aber auf verschiedene Arten geschehen. Nehmen wir 








zunächst an, dass die Ausdrücke —; SF? Re Zr. nicht alle zugleich ver- 
er ze /In 
schwinden, so folgt aus dem System (22.) die Gleichung: 
df, df, df, 
u’ de,’ dz, 
df, df, Af 
99) a m’ "de 0 
ehe . 
df, dd, dfn | 
m ur rt 








Diese Gleichung sagt aus, dass zwischen den fı.../f,. wenn dieselben als 
Functionen der x,, x;...x, allein dargestellt sind, eine oder mehrere identische 
Gleichungen bestehen müssen. 

Diese Gleichungen, welche beliebig angenommen werden können. und 
deren Anzahl m = » sein muss, seien: 


Hffsf---f) = 0 
nk. - 6 


(24) \ 
A AT 
Ist m—=n, so erhalten in Folge der Gleichungen (24.) die f,.../, eonstante 
Werthe, und zwar. da die Functionen /7,... II, beliebige sind. willkürliche 


constante Werthe. Diese Annahme führt also zurück zu derselben vollstän- 
digen Lösung, von welcher wir ausgingen. 

Ist aber m <.n, so werden die f,... f, als Functionen von x bestimmt. 
nachdem man über die Functionen 77T, ... IT, irgend eine willkürliche Annahme 
gemacht hat, mittelst der folgenden Gleichungen, die sich unmittelbar aus dem 
System (22.) ergeben: 


03 ee Wr . 
Öf ur TI (f)+RTR(f)r tum] fi 
l 
” a < 2 IF 
25 of. ac ATT, (f)+hT: (fa)t’tAm Bi “ 
y” \ 2 


03 I * 
of, ns; A IT, \ tAIk(f)+-+4,11, 5 ‘ 
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welche Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (24,) ausreichen, um die 
(srössen fı...fi> Ar» Ar... A, als Functionen von z£,,. &,...x, zu bestimmen. 
Man kann die Bestimmung der Functionen f noch auf einem etwas 
anderen Wege ausführen, welcher in Pe Fällen vor diesem den Vorzug 
verdient. Man fügt zu den Gleichungen (24.) noch die folgenden hinzu: 


mr fa) 19 


| ER. D=E, 


wo die //,.1... 71, gleichfalls willkürliche Functionen, die &,.,...$, neue 


Variable bedeuten. 
Denkt man sich nun die Gleichungen (24.), (26.) in Bezug auf die 


fi... f, aufgelöst, so erhält man ein System Gleichungen von folgender Form: 
fi sn w($.. +19 RE u Ele 


\ 


IE u [& < x 
9=\ 2 “2\>m-+19 >m+?2 + + >n)9 
Tin 

/ . [2 . [2 

» yo m - 
— w,(E u. & 
n rn\>m+19 m+?2 * * * >n)*® 


Da die // willkürliche Functionen waren, so werden es auch die yı 
sein. und man kann sich daher auch die Aufgabe so stellen: die Grössen 
= .,...5, als Funclionen der x,...x, so zu bestimmen. dass man aus den 
Gleichungen (27.) eine Lösung der gegebenen Differentialgleichung erhält. 
d.h. so. dass die Functionen f}...f, den Gleichungen (22.) genügen. Zu 
dieser Bestimmung erhält man sofort die nöthige Anzahl von Gleichungen. 
nachdem man über die Functionen ,..., sowie über die Zahl m in irgend 
einer Weise verfügt hat, wenn man die Ausdrücke (27.) in die Gleichungen 
22.) substituirt. 

Es ergiebt sich daraus folgendes System von 2a—m Gleichungen: 











03 y 02 I" is \ 0% ME Fa \ 
1) a of, 17 1 (Sm } )+ öf, W; Sm a 4 vn \Sm t 1)» 
02 ie \ 02 m \ 
8 0 — A, ur (Sm i ] FT of. U pP} \ 5 .2) x + A 17 n (s >m-+-2)9 
[ . ' i 2 n 
| ehe A 2 20 
0 = of, m, ($,) + eh WW, \ &.) + ir, + fa w, ($,)- 


aus diesen Gleichungen sind die S als Functionen der &,...x, zu bestimmen. 
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S. 9. 

Es bleibt noch eine Möglichkeit übrig. den Gleichungen (22.) des 

vorigen Paragraphen zu genügen, ohne dass die Gleichung (23.) erfüllt zu 

sein braucht; es ist nämlich die, wenn die Functionen f}...f, so bestimmt werden 
können, dass die Gleichungen: 


03 03 03 
a u 
of, of, Ofn 


(29.) 
erfüllt werden. 

Die daraus entspringende Lösung ist ganz bestimmt und enthält kein« 
willkürlichen Functionen oder Constanten. Im Allgemeinen ist es die sin- 
guläre Lösung; es ist jedoch nicht nothwendig, dass. wenn in den Gleichungen 
(29.) eine Lösung enthalten ist, diese immer singulär sein muss. 

Ich verstehe nämlich unter einer singulären Lösung eine Lösung von 
folgender Beschaffenheit: 

Es sei: 

(30. „a Ya ea 
ein Ausdruck, welcher dadurch, dass man für fi. f....f, willkürliche Constanten 
setzt, in eine vollständige Lösung übergeht. Man erhält daraus alle übrigen 
Lösungen, wenn man für die f gewisse Functionen der x einsetzt. Ist es 
nun möglich, ohne dass (30.) aufhört eine Lösung zu sein. für die f solche 
Functionen von &,...x, zu setzen, dass die Functionaldeterminante der f nach 
den x nicht verschwindet, so ist dies die singuläre Lösung. 

Damit eine singuläre Lösung existirt, ist es nur erforderlich. dass dies 
Eigenschaft stattlinde für irgend ein System der Functionen f. Wie sich die 
Sache verhält, wenn man von verschiedenen vollständigen Lösungen ausgeht. 
darauf komme ich weiter unten zurück. 

Aus dieser Definition folgt. dass die singuläre Lösung nie von eineı 
willkürlichen Constante, also noch weniger von einer willkürlichen Function 
abhängen kann. Denn aus den Gleichungen (22.) ergiebt sich. dass für di 
singuläre Lösung jederzeit die Gleichungen (29.) erfüllt sein müssen. Wenn 
nun auch diese Gleichungen zu solchen Werthen von f,...f, führen können. 
die eine willkürliche Constante ce enthalten. was etwa dadurch geschehen 
könnte, dass die Gleichungen (29.) gemeinschaftliche Factoren haben. so muss 
sich diese Constante aus der Verbindung, in welcher die f in x enthalten sind. 
herausheben, denn durch Differentiation nach dieser willkürlichen Constanten 
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erhält man: 
03 02 Of, , 9% of, 
et BENDER OR... 6. 
oc of, 0c of, de ofn ©e 


Daraus ergiebt sich auch, dass eine Differentialgleichung, in welcher 


02 of. _Q9 





die abhängige Variable selbst nicht vorkommt, keine singuläre Lösung haben 
kann. denn zu jeder beliebigen Lösung einer solchen Gleichung kann immer 
eine additive Constante hinzugefügt werden, ohne dass sie aufhört eine Lösung 
zu sein; desshalb schliesse ich solche Gleichungen ganz von der Betrachtung aus. 


$. 6. 
Die singuläre Auflösung einer partiellen Differentialgleichung, die ich 
im vorigen Paragraphen definirt habe, hat die bemerkenswerthe Eigenschaft. 
dass sie immer aus der gegebenen Differentialgleichung selbst, ohne Kenntniss 
der vollständigen Lösung durch Differentiation gefunden werden kann. und 
zwar auf folgende Weise: 
Wenn man in die gegebene Differentialgleichung 


fu (3; Li» Tr... Tu» Pı» P>- . Pu) == h, 
irgend eine Lösung substituirt, so muss dieselbe identisch erfüllt sein. Setzt 


man also zur Abkürzung: 
0°2 


u.’ r 
OT, OLo 








= Pros 


so müssen auch noch die durch Differentiation der gegebenen Gleichung er- 
haltenen Gleichungen identisch erfüllt sein, nämlich: 


h(2)pı+h(aı)+SHfo(Ppr)Prı = 9 
31. ha) +hle)+S,h(pn)Ppr = 0. 


h)p.+h(®.) SH fo(Pr)Prn — Pd). 


Bezeichnen wir nun wieder mit fj, fs...f, solche Functionen von 3, X. &;.... r,. 
Pı» Pz2 --- Pu, Welche, willkürlichen Constanten gleichgesetzt, eine vollständige 
Lösung ergeben, so müssen diese wegen der Bedingungen (8.) $. 2 folgende 
(rleichungen identisch erfüllen: 


3.) Er) LIKE) +Rh))} = 0, 
e = 1,2... 


und wenn man aus (31.) für f,(z,)+p,;fo(z) die Werthe in (32.) substituirt. 
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so ergiebt sich folgendes System 
"m 7 7 \ 
33.) if P:) {f » (%;) )+Pp: f. (2) +23, f,( Pr) Pr — (U, 
u = 5. >. N 
welches System durch Substitution irgend einer Lösung identisch werden muss. 


Es ist aber: 





IR ig £: KL’ 
2)+pf(2)+ hf, (Pr)pı; = 
o\ 0, pif,( nn "lo (Pr)Pp f de; 
wonach das System (33.) in See übergeht: 
df, u | $ df, 
| (pP) = ) r, 1 ++ fu(P,) er — A. 
df, w Hi; \ Af, ı #f df, 
c \ ’Io\ ) u ia f \ u u - u 
34.) ( fs‘ pP) dx, I Pr) de, ’ / Ph, de, " 
u \ I. N ze 
fl Pı) —— + fi ( P;)- ix. + fu ( P.) —— = (Ü) 
L, ( L, ra 


War also die Lösung, welche wir substituirt haben, eine ann dann giebt 
es ein System von Functionen fi, f...f, der Art, dass die Determinante: 


| df, df. af, 
de,’ da, de, 
KARA df, 
X zT, dx, da 


| df, df, df, | 


vr" dx, | 








nicht verschwindet. Es folgt dann aus den Gleichungen (34.). dass für dis 
singuläre Lösung die Gleichungen 

BB har Add ... Al) 
erfüllt sein müssen. 

Die Aufsuchung der singulären Lösung ist also auf die algebraisch« 
Aufgabe zurückgeführt, aus den Gleichungen (35.) die Werthe von p,. ps... p 
zu bestimmen, dieselben in die gegebene Gleichung f,= A, zu substituiren. 
und daraus den Werth von z zu ermitteln. Die nächste Bedingung der 
Existenz einer singulären Lösung ist also die, dass dieses Verfahren überhaupt 
zu einer Lösung führt, mit andern Worten, dass die auf die angedeutete 
Weise bestimmten Werthe von p,...p,. 3 den Gleichungen genügen 

03 03 02 


=Pp =D re - =D... 
1? Me a OX, P: 
27 








or, 
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Diese Bedingung kann auch noch anders ausgedrückt werden: 

Denkt man sich auf die angegebene Weise z, p,, pz2...p, bestimmt und 
diese Werthe in die Gleichung fu = h, substituirt. so wird dieselbe identisch. 
und durch Differentialion derselben erhält man: 


N a. 
fu (X,) Tr BFRLLAG Gar Ö. 
- — p, sein soll, so muss auch 


(36.) fi (X, )+ P: fi ( 3) — 


\ 





= 


= 
da aber — 
O0; 


- 
Pe 


sein. Diese Gleichung braucht zunächst nur erfüllt zu sein durch Substitution 


der Werthe von p,...p,. 3: da aber der Werth von z die willkürliche Con- 
stante A, enthält. welche explieite weder in den Gleichungen (35.) noch in 
den Gleichungen (36.) vorkommt, so folgt, dass die Gleichung (36.) erfüllt 
sein muss, wenn man nur aus (39.) die Werthe der p,...p, einselzti. Umge- 
kehrt wenn die Gleichungen (35.), (36.) für irgend ein System von Werihen 
der p erfüllt sind. so ergiebt dieses System eine Lösung der Gleichung: 


vorausgesetzt. dass nicht für dasselbe System f,(z) verschwindet. denn aus (36. 


/ 
/ 


und der vorangehenden Gleichung folgt: 
O% % 
ee ) au za MR 
( OX, / N, / \-, 


also — p,.  Verschwindet aber f,(2) für das den Gleichungen (35.) und 


UA 
36.) genügende Werthsystem der p. dann kommt nach dessen Substitution 
s in der Funetion f, gar nicht mehr vor, und die Gleichung fi, = Ah, kann nich! 
mehr befriediet werden. 

Yan erhält also. vorausgesetzt. dass eine singuläre Lösung existirt. 
dieselbe dadurch, dass man ein System von Werthen der p aufsucht, welches 
die Gleichungen (35.). (36.) befriedigt. und dies in die gegebene Gleichung 
fi = h, einselzt. Existirt kein solches System, so kann man sicher sein, dass 
auch keine singuläre Lösung existirt. 

Kine weit schwierigere Frage ist aber die umgekehrte, ob nämlich 
eine aul diese Weise bestimmte Lösung wirklich singulär ist, oder ob sie nur 
particulär ist. Ich komme auf diese Frage weiter unten noch eingehender 
zurück. und werde, wenigstens für eine gewisse Ülasse von Gleichungen 
nachweisen, dass diese Lösung wirklich singulär ist. 

Das Resultat, zu welchem wir gelangt sind, dass nämlich die singuläre 
Lösung immer durch Differentiation der gegebenen Differentialgleichung nach 
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den Differentialquotienten erhalten wird. könnte paradox erscheinen. da 
offenbar viele Formen von Differentialgleichungen denkbar sind. bei denen 
die Dilferentialquotienten nach den p unmöglich alle verschwinden können. 
und die gleichwohl singuläre Lösungen zulassen, z. B. wenn eine oder einige 
der Grössen p nur linear in der Gleichung vorkommen. Dieser scheinbare 
Widerspruch hebt sich aber, wenn man die Annahme beachtet, dass in der 
Dilferentialgleichung der willkürliche Parameter A, abgesondert sei. und dass 
die Richtigkeit der angestellten Betrachtungen wesentlich auf der Willkür- 
lichkeit dieses Parameters beruht. Es ist also auch nur von solchen sin- 
gulären Lösungen die Rede. welche für alle Werthe dieses Parameters 
sineulär bleiben, während auch solche Fälle möelich sind. dass v„ewisse 
Lösungen nur für specielle Werthe des Parameters überhaupt Lösungen, oder 
wenigstens singuläre Lösungen sind. Das Beispiel der linearen partiellen 
Differentialgleichungen ist sehr geeignet, diesen Umstand ins Licht zu selzen. 
Um die singuläre Lösung einer solchen Gleichung zu bestimmen. hat Jacobi 
ein Mittel angegeben (Bd. 27, p. 239 dieses Journals). Setzt man aber au! 
der rechten Seite einer solchen Gleichung an die Stelle von Null die willkür- 
liche Grösse Ah,, so gelangt man durch die Jacobische Methode zu einem von 
h, ganz unabhängigen Ausdruck. der also offenbar nur für einen speciellen 
Werth von A, eine Lösung sein kann. 

Ich werde daher im Folgenden noch einen anderen Weg zur Behand- 
lung der Frage nach den singulären Lösungen einschlagen. worin die Be- 
schränkung, die in der Annahme des willkürlichen Parameters liegt. aufge- 
seben wird, freilich nur durch die Annahme einer anderen speciellen Form 
der Differentialgleichung. 


$. 7. 

In den folgenden Untersuchungen gehe ich von der Annahme aus. dass 
die gegebene Differentialgleichung in Bezug auf die unabhängige Variable = 
aufgelöst sei, was, da unserer früheren Annahme zufolge z in der Differential- 
sleichung nicht fehlen soll, jederzeit geschehen kann. 


Es sei also die gegebene Differentialgleichung : 
A = ya. su). 


Ich will ferner annehmen. in den folgenden Gleichungen sei eine vollständige 
Lösung enthalten: 


we 
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Alan u: PB) 
2). (21, &-..%, Pı---P) = 0; 
nn = 6. 
Auf diese Form kann jede vollständige Lösung gebracht werden, denn wenn 
man auch eine vollständige Lösung hätte, welche 3 noch enthielte, so könnte 
man immer durch Substitution des Ausdrucks für z, aus der gegebenen Dif- 
lerentialgleichung dasselbe aus den Gleichungen der vollständigen Lösung ent- 
fernen. Von den Gleichungen (2.) wird die Eigenschaft vorausgesetzt, dass 
sie in Bezug aul die p auflösbar seien, dass also die beiden Determinanten: 

















op, Ep, ep 
hip) f(P2» --- (Pa)| Mi 2 Peer 
| pr, er, . op. Op; cp. 
(pi), Rip) --- R(Pr) 3 ’ dc,’ ne 

| . . . . . . . 
f»(Pı)» fı (P2)» ... fx(P.) OPn OPn OP. 
oc, ’ ÖcC, N OC, 








nicht identisch verschwinden. Die andern Bedingungen für die Functionen f. 
welche den Bedingungen (8.) im $. 2 entsprechen, und die aus jenen sofort 
abgeschrieben werden können, lauten hier: 
\ zw (ph (%;) -f, (P:) (vw (z,) -Pp;)} =, 
Be PH EAT AT DE ACHT a) 

Wiewohl hier in der gegebenen Differentialgleichung der willkürliche Para- 
meter A, nicht vorkommt, so müssen die Gleichungen (3.) doch identisch er- 
füllt sein, weil hier statt des willkürlichen Parameters in der Gleichung (1.) 
die Grösse z auftritt, welche in den Gleichungen (3.) nicht vorkommt, so dass 
die Gleichung (1.) nichts zur Erfüllung der Gleichungen (3.) beitragen kann. 
Daraus ergiebt sich sofort: 

Wenn z irgend eine Lösung der Gleichung 3—-yw=Ü ist, so ist 3—h, 
eine Lösung der Gleichung s— vw = h,. 

Ferner: 

Die Gleichungen (2.) können ebensowohl als vollständige Lösung der 
Gleichung z3—- vw —=0, wie der Gleichung 3— y = h, angesehen werden. 

Wenn wir aber, um von einer vollständigen Lösung zu einer beliebigen 
anderen überzugehen, die f als Functionen der x allein bestimmen, nach den 














a 
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Methoden des $. 4, so ist auch diese Bestimmung dieselbe, ob wir die Gleichung 
3—w=0 oder die Gleichung 3— y = h, zu Grunde legen, und daraus folgt: 

Wenn z eine singuläre Lösung der Gleichung s—w=0 ist, so is! 
3—h, eine singuläre Lösung der Gleichung 3— w = h,. 

Diese Bemerkungen setzen uns in den Stand, die früher vefundenen 
Resultate unmittelbar auf die Gleichung (1.) anzuwenden. 

Wenn die Gleichung (1.) eine singuläre Lösung besitzt. so muss (ie- 
selbe enthalten sein in den Gleichungen: 

a) yon) =0, YVio)=0, ... wip)=0. 

und die Bedingung dafür, dass in den Gleichungen (4.) überhaupt eine Lösung 
der Gleichung (1.) enthalten ist, nimmt hier die Form an, dass es ein Systen 
der p giebt, welches gleichzeitig die Gleichungen (4.) und die Gleichungen 
Ppı—yY(a) = 0, 
ro == Q, 


BE 
BL 


ARESIERE 
befriedigt. Diese Bedingung ist hier nicht bloss nothwendig, sondern auch 
hinreichend, weil hier f,(z) =1 ist. 

Es folgen aber aus den Gleichungen (4.), (9.) eine Reihe von andern 
Bedingungen, die ich, weil ich später von ihnen Gebrauch machen muss, hier 
ableiten werde. 

Setzt man zur Abkürzung 

op, 
wo unter p, die den Gleichungen (4.),. (5.) gemäss bestimmten Functionen 
zu verstehen sind, so muss: 


P so = Po. 


werden. 
Differentiirt man also die Gleichungen (4.) in Bezug auf x,, so erhält 
man folgendes System von Gleichungen: 
mL/ N a au 
Yv(Pptn)+SYV (Ppep)Ppr = V. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit w"(p,p,) und summirt in Bezug auf / 


so erhält man: 


BI w" (PsPr) w' (Po %,) un — 2, 2, w" (PsP:) w" (Papn)Pur 
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- 


Die rechte Seite ändert sich nicht durch Vertauschung der Indices o und o; 
es muss also auch die linke Seite ungeändert bleiben, und daraus schliesst 
man die erste der oben erwähnten Bedingungen: 


(= wv (Dapı)Ww" (pr) —v" (ppı)v" (ps) = 0. 


Die zweite Bedingung erhält man in ähnlicher Weise aus den Gleichungen (3.): 


6.) BE m re 


u ic 


diese ergeben nämlich durch Differentiation nach x, und +: 


Mr \ — „ \ 
a (Po —Y (2,0%) = ZW (©,Pn) Pho> 
Poo a TI (a; ».) BE =, w" (XaPn ) Pho : 


Zieht man diese Gleichungen von einander ab, so erhält man: 
0 — SW (z,Pr)Pho — vv" (2,Pr)Proh 
und wenn man hierin für p,, und P,., oder was dasselbe ist, für p,, und p,, 
aus 7.) ihre Werthe einsetzt: 
SW" @,Ph) v (2, — vw (z,Ppı) vw" (a, 2,)f 
— 3,3,{W" (2,P,)W" (2,P)pn —W(&,Ppr) W(z,Pı)Part 

Die letzte Doppelsumme aber verschwindet identisch. so dass man die gesuchte 
Bedineung erhält: 

8.) ZW" (2,Pr)y (ar) —Wv" (pP) Ww (au) = 0. 
Die letzte Bedingung dieser Art erhält man durch die Combination der Glei- 
chungen (4.) und (5.) nämlich durch Elimination der p,, aus den beiden 


(rleichuneen: 


BETT .) DIET \ a 
g IV (Pit) W (PnPi)Pi, = v. 
Js /; z \ ‚n / \ m 

v 7 T,) + >? \dCH P:/Pio — Pro . 


° .oo . x . . . s I 
Vultiplieirt man diese Gleichungen respective mit w’(p,x,) und w(psPpn)- 
zieht beide von einander ab. und summirt in Bezug auf Ah. so erhält man mit 
Berücksichtigung der Gleichung (6.) 


- ' \ , / \ ’ | e. 7 \ 
S,jv (z,p,)W (ps) W(x,CH, w(DPpı) = —- ZW (PoPpı)Prs 


‚der wegen der ersten Gleichung (9.) 


A / Z [2 Zi \ 
17 PoX,) = Zrtw (Pr) VW (Poan) -VR,Er)W (PoPr)t- 
10. o—=1,2, ...n, 
‘ EEE re 
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Die Gleichungen (6.), (8.). 10.) sind die drei Klassen der oben erwähnten 
Bedingungen, welche identisch erfüllt sein müssen, wenn man für die » solche 
Functionen der x setzt. welche den Gleichungen (4.), (5.) gleichzeitige se- 
nügen, die also immer erfüllt sein müssen, wenn die p die Dillerentialquotienten 


einer singulären Lösung sind. 


Ss. 8. 


Ehe ich auf eine genauere Untersuchung der in den Gleichungen (4 
5.) enthaltenen Lösung eingehe, ist es erforderlich, einige allgemeine Be- 
trachtungen über die Beziehungen der verschiedenen Lösungen überhaupt voraus 
zu schicken. 
Wenn irgend eine vollständige Lösung der gegebenen Differentialglei- 
chung bekannt ist, die ich jetzt in der Form schreiben will: 
3) se zu 8. 0 


n, 


worin €. €...c, die willkürlichen Constanten bedeuten, so erhält man daraus 


nt 


alle anderen Lösungen dadurch, dass man an die Stelle der e nach den früheı 


angegebenen Methoden bestimmte Functionen von z2,. %,...r, setzt. Diese 
Functionen, welche ich jetzt zum Unterschied von den Constanten mit 71» 7. -; 


bezeichnen will, genügen nach $. 4 den folgenden Gleichungen identisch: 


oY Or 
> ER TE (an 
we.) /\Yı, 3 X \V2, | I\Vn, 


ox; OL, 


er 
in 


== 9. 





o.| 09. 


x, 


Daraus geht hervor, dass die Differentialquotienten p,. p2...p, sowohl für dis 

vollständige Lösung (1.) als auch für jede andere Lösung den Ausdruck haben 
‘ \ 5; \ ! 

a Beer ern), .:. Karte 

nur mit dem Unterschied. dass bei der vollständigen Lösung die e als ÜCon- 

stante zu betrachten sind. während bei der anderen Lösung an deren Stell: 


| die Funetionen 7,,. 72...7. zu setzen sind. 


Betrachtet man nun irgend ein System von Werthen der unabhängigen 
Variablen, x). x)... und setzt man für die willkürlichen Constanten der voll- 


ständigen Lösung: 


() u 
C — A ‘ f ©: — Yv 


=) 72» 


AL 
jıy 
() 


WO Yı, Y2---7„ die Werthe der Functionen Y,,72...7. für 8 = r, =). 


0) 


7, —= x, bedeuten, so hat man dadurch eine bestimmte Lösung aus dem System 


vollständiger Lösungen (1.) festgesetzt. welche die Eigenschaft hat. dass für das 
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\\erthsvstem z,. ©,...x, nicht nur die Werthe von z, sondern auch die Werthe 
von pP» Pa-...p, für die beiden Lösungen 


= 42, 9...0,,Yı--Y%) md 3er, 2... Yırya---Yn) 
übereinstimmen. 

Daraus entspringt der Satz: 

Wenn man irgend eine Lösung der partiellen Differentialgleichung hat. 
so stimmen für jedes Werthsystem &,, z,...x, die Werthe von z, pı.» Pr:--P. 
für die vorliegende Lösung und unendlich viele andere Lösungen überein. 
Insbesondere wird unter jedem System vollständiger Lösungen immer ein 
Individuum angelrofflen werden, welches für ein beliebiges Werthsystem 
Ti. @,...@, mit der gerade vorliegenden Lösung die Werthe von 3, pı...p, 


semein hat. 


S. 9. 
Aufl diesen Satz gestützt werde ich nun die Eigenschaften der in den 
Gleichungen: 
(4, 3 = V(% Tre. Eu, Pıs Pa - Da), 
i | v'(p)=0, ae 27 v(p,) =. 
m-va)=09, P-vV)=0, ... m-VlE)= 0. 
enthaltenen Lösung eingehender untersuchen. Diese Lösung, deren Existenz 
also hier vorausgeselzt wird. hat dem vorigen Paragraphen zufolge die Eigen- 


Sr 


schaft, dass es für jedes Werthsystem n,=S5,. m; =&,... z,=5, unendlich 
viele andere Lösungen giebt, welche mit ihr die Werthe von z, pı...p, ge- 
mein haben. Diese gemeinschaftlichen Werthe will ich mit , m. 7...7, 


bezeichnen. so dass diese Grössen, als Functionen von 5. &...&, angesehen, 
den Gleichungen identisch genügen: 


\ > _. VS, ’ 6 ER Ts TI» oJ )e 
6, TIH T, ei 0, Tu (715) ur 0. | uw (77) u 0. 
Im-vi)=0, m-W)=0, ... m-Wli)=0, 


Ich seize nun wieder zur Abkürzung: 


( To, N OPo 


no ’ .. 
os 00 ’ 








nn Po: 


( Lo 


und will nun untersuchen. welche Werthe die Grössen p,, annehmen können. 
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wenn man darin 


l 


nn 

f 

\ 

In 

nm 

. 
-. 
1 
! 
Jı 


I, = & T: 

setzt. 
Die Grössen p,. p; . - : 9, genügen der Gleichung 4.) identisch. Wenn 
man dieselben daher nach einander in Bezug auf x, und r, differentiirt. und 
nach der Differentiation für ©. ...2,,. 5. &...£, setzt. so erhält man. 


weil durch diese Substitution z in C, p, in m. ... p, in 7, übergehen. mil 
Rücksicht auf (6.) 


ER "rk 8 MB % is - } \ 
7 P.o = vy \ >p „>20) r.ı y \>o» Il, Pro 
\ . 
J f <> <> w" 


5,2" /£ \; (r ' 
Th \So3 7T,)Pro u; rn T; 7, PhoPio: 


die Grössen 7,, dagegen genügen in Folge der Gleichungen \6.) den Glei- 
chungen: 


nr 


wet RE zur 77 , 
00 Wan v (90 > 5)+ 2, vv (5, >) 4173 \Tpos 


’ \ 
(8.) a ‚>. 74 
0 = y (5 T)tFV A): 


? 


Den Gleichungen (7.) müssen alle zweiten Differentialquolienten p,, für das 


Werthsystem S,. $2-.. 5, genügen. welche solchen Lösungen angehören, für 
die gleichzeitig 3=[, ı =m. p =. ... p =n, wird. 


Umgekehrt wird man aber auch schliessen können. wenn man irgend 


ein Werthsystem der p,, gefunden hat, welches den Gleichungen (7.) genügt. 


00 


dass dieses Werthsystem als das System der zweiten partiellen Dillerential- 


quotienten irgend einer Lösung für (m,,2%...2,) = ($&.5...£,) angesehen 
werden kann. für welche Lösung gleichzeitig 3=[, p =. ... =, 


wird. Denn in der gegebenen Differentialgleichung ist durchaus keine andere 
Beschränkung für dies System der zweiten Differentialquotienten enthalten, 
als die durch die Gleichung (7.) dargestellte (weil die Bedingung (7.) die Be- 
dingung Po = Pos schon involvirt). Da aber der Inbegriff aller Lösungen der 
Differentialgleichung denselben Umfang haben muss. wie die Differentialglei- 
chung selbst, so folgt, dass unter den Lösungen immer solche getroffen werden 
müssen, welche für ein gegebenes Werthsystem: 


I 
ee 


U 
Ur 


19 


n 


irgend ein mit der Dillerentialgleichung verträgliches Werthsystem von 


8, Is a ei Pr A 5 - Bi 
ergeben. 


Es ist daher zunächst erforderlich. die Gleichungen (7.) auf eine über- 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 3. 28 
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sichtlichere Form zu bringen, aus welcher auf die Eigenschaften der ihnen 
genügenden Werthe von p,, geschlossen werden kann. 

Hier ist es nun aber nothwendig.„ eine beschränkende Voraussetzung 
über die gegebene Dilferentialgleichung zu machen, welche ich während der 
folgenden Untersuchung festhalten muss. Diese Voraussetzung ist die, dass 
die Determinanlte: 

v’p> Pl WiPp5P)> - + Ve 
g et les, - >: v"’ (9, pn)! 


| 
| | 
Wi lpus Pla WePmPol» > + WlPusPu)| 

weder identisch verschwinde, noch auch durch Einsetzen der Werthe von 
pı...p, aus den Gleichungen (5.); und ferner dass auch keine der Grössen 
vw \P,,P,) durch Einsetzen der Werthe von p,. pr ...p„ aus den Gleichungen 
(9.) unendlich werde. Ueber die Natur und den Umfang der dadurch aus- 
geschlossenen Fälle werde ich später noch Einiges anführen. Unter dieser 


Voraussetzung also werde ich jetzt zunächst die Gleichung (7.) umformen. 
Ich führe zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein: 


4 ah f ır/c e\ < N /’x \ 
10 \%g0 a Por iv (>03 5.+ |, ıv (So> A1,,)Pros> 
\ u ' „z "ri 5 < nr. \, 
(u, ya iv \So >) IT, + — h 17 \TT, >) IT, Pro „ 


so dass die Gleichung (7.) die Form annimmt: 

11.) 9ot+=&rPpretn = 0. 
Zwischen den Grössen e,, und ,, bestehen nun gewisse identische Glei- 
chungen, welche sich aus den im $. 7 abgeleiteten Bedingungen (6.). (8.), 
(10.) ergeben. Multiplicirt man nämlich die erste Gleichung (10.) mit 
w(A,,71,), die zweite mit w"(S,, 71,), zieht beide von einander ab und summirt 
in Bezug auf go, so erhält man mit Rücksicht auf (6.), (10.) des $. 7: 


> $ . mr, u.‘ ’ "r% u, 
1000 WA, TU Y (Ss) 


h 
00 
- 


\ il 3 - 


S m, 
— — = ,Pso v (N,, N) W (So, 7) 


oder wegen der zweiten Gleichung (10.) 


a9 \ , r_ my \ 
(12. 2,0% (2,0) = Z,u0YV (55 U) Un - 


\ 00 0» 0 C } 
Mittelst dieser Relation nimmt die Gleichung (11.) eine höchst einfache Ge- 
stalt an. Multiplieirt man dieselbe nämlich mit w"(7,,7,) und summirt in 


Bezug auf o, so erhält man 


!v 


>  jh „ _ \ \ x 4 » u. Fr 
I,2,UW (N, u)Proet Füge W (55, u) Un = 0. 
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Ersetzt man in der zweiten Summe o durch A, so ergiebt sich schliess- 

lich wegen der zweiten Gleichung (10.) 

(13.).. Zu, = Mu. 
Diese Gleichungen ersetzen vollständig die Gleichungen (7.),. von denen wir 
ausgingen. was unmittelbar aus der Voraussetzung folgt. dass die Determinante 
(3.) nicht verschwinden und nicht unendlich werden soll. 

Die Gleichungen (13.) repräsentiren ein Sysiem von » quadratischen 
Gleichungen, aus dem die » unbekannten Grössen «,, auf algebraischem Wege 
zu bestimmen sind. Die Grössen 4,, sind ihrerseits wieder lineare Funclionen 
der eigentlich gesuchten Grössen p,,. 

Die vollständige Auflösung der Gleichungen (13.) ist ein nicht uninteres- 
santes algebraisches Problem. Es liegt in der Natur der Sache. dass die 
Anzahl der Auflösungen unendlich sein muss. es scheint aber, dass sich die 
verschiedenen Lösungen in gewisse Gruppen zertheilen, nach der Anzahl der 
zwischen den «,, sich ergebenden Relationen. welche Gruppen den Classen 
der Lösungen einer partiellen Differentialgleichung analog sind. Mir komm! 
es hier aber nur auf die Kenntniss von zwei bestimmten Lösungen an: die 
erste dieser Lösungen ist: 

u =d, 9=42...n, 


woraus sich ergiebt: 
Pos = Ns: 
Die andere Lösung. von der ich Gebrauch machen will, ist gleichfalls eine 
ganz bestimmte, und ergiebt sich auf folgendem Wege: 
Bildet man die Determinante D der Grössen «,, aus den Gleichun- 
gen (13.). so ergiebt sich unmittelbar: 
DaB, 


also: 
D=-0O oder D=1. 


Die Annahme D=1 führt zu einer ganz bestimmten Auflösung, die man so- 
fort erkennt. wenn man die Gleichungen (13.) in der Form schreibt: 

u (m 1) + un + tun = 0, 

ulan— 1) tur aat + u 0, 


U, (Mu 1)+u2at + un u = 0, 


285 * 
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Daraus ersieht man, dass wenn D=1 ist: 
(14. tu =0, u. 1 
sein muss, wo im ersten Fall für oe und o nur verschiedene Indices zu setzen sind. 
Alle andern Annahmen führen nur zu gewissen Relationen zwischen 


den #,,. nicht zu bestimmten Werthen derselben. 


$. 10. 

Die zuletzt entwickelten Resultate führen nun zu dem Beweis, dass 
unter den hier gemachten Voraussetzungen die in den Gleichungen (5.) ent- 
haltene Lösung immer eine singuläre ist. 

Aus den Gleichungen (14.) folgt, dass es für jedes Werthsystem S,, 


<, eine oder mehrere Lösungen giebt. welche den Gleichungen genügt: 


In 


(6 , AP =... MM, 
15.) 0 = va. Pp.)+t = w"( Ps» Pr) Pro» 
F = WW (Pot Fr W" (Pos Pn)Pro» 
wenn darin an die Stelle von r,, &, ... x, gesetzt wird 5. & --. 5. Sollte 


= 


es mehrere solcher Lösungen geben. so ziehe ich für jedes System $,, &... S, 
nur eine derselben in Betracht und untersuche nun den Complex dieser Lö- 


sungen für alle Werthe $,. &...$,. Dieser Complex bildet ein System von 
Lösungen. welches höchstens von » willkürlichen Constanten abbängt. näm- 
lich von den Grössen S,. &...$,; wohl aber kann dieser Complex von we- 


niger Constanten abhängen. Wir können also diesen Complex entweder als 
eine vollständige Lösung oder doch als einen Theil einer vollständigen Lösung 
ansehen, und diese vollständige Lösung will ich als gegeben annehmen durch 
die Gleichungen 
fı(&ı, 2&2---2,,Pı> Pa---Pu) = Cs 
Isa. Pi P,) = 0 
5 
fa (Lıy 22-85 Pıy Par: - Da) = Cu 
Unter diesen Lösungen sollen also der Voraussetzung nach immer 
diejenigen gefunden werden, welche den Bedingungen (15, genügen. 
Setzt man in den Gleichungen (16.) an die Stelle der Constanten e,, 
C,...c,„ gewisse Functionen von &,, 2%... x,, die ich mit %,, %2...7. be- 


r 


zeichnen will, so müssen die Gleichungen (16.) dieselbe Lösung ergeben, 
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wie die Gleichungen: 


47 \ TA (pı)  — 0, w \P.) = ee: TI Pr 0. 

(Fe. 

Ip: Br Ta \ %,) . 0, P: K, wi Tr Krıma 0. nn. P. y T, : V. 

| Denkt man sich nun die Grössen p,, P...p, ausgedrückt durch die Functionen 
| fi, fh... f, und 1. m...®, und in w(p,) w(Pp). -.. w(p,) substituirt. so 


lassen sich die Gleichungen (15.) auch so schreiben: 


Or, 


er N" 


(18) raw 


L 0% 








Be, 


wo durch die eckigen Klammern angedeutet ist, dass die Differentiation nach 
x so auszuführen ist, als ob die Grössen fi. f... f, Constanten wären. 
Das in den Gleichungen (18.) enthaltene Resultat lässt sich so aus- 


) müssen auf die Form gebracht werden können: 


J 


drücken: die Functionen (p, 
f \ ' \ a x m . . D 
19) vlp) = s. +9. B- -eusfish---Se). 


worin die Functionen g, die Eigenschaft haben, dass ihre partiellen Differen- 
tialquotienten Y,(x,) verschwinden. wenn man darin an die Stelle von «, 
setzt &, und an die Stelle von fi. f...f, solche Constanten. welche die 
vollständige Lösung (16.) so speecialisiren. dass sie den Bedingungen (15. 
genügt. Diese Eigenschaft der Functionen Y, lässt sich auch folgendermassen 
ausdrücken: die Differentialquotienten p,(x,) müssen identisch verschwinden, 


wenn man an die Stelle der fi. f...f, die oben definirten Functionen y,. 
Ya...Y„ Setzt. Daraus folgt weiter, dass die Functionen p, (2. #2...0,.712Y2::-7 
durch die Functionen 7, Y:...y, allein ausdrückbar sein müssen, denn man 


erhält vermöge der oben erwähnten Eigenschaft der Funetionen , 
dp, = Aydyı + Asdyı+ + Audy.. 


d. h. die Variationen von , sind allein abhängig von den Varialionen der 





Functionen %,. %2 - . . 7.: es können also auch die Funclionen g, allein 
| durch die Functionen y, ausgedrückt werden. welche Ausdrücke ich mit 


K(Yı>» Y2---7n) bezeichnen will. 
Nun ist aber der Voraussetzung (17.) zufolge. wenn man an die Stelle 
| der fi, fz-.. f„ die Functionen y,, Y2... 7. selzt. wip. 0. und demnach 
erhält man aus den Gleichungen (19., die identischen Gleichungen: 
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x, +XılYfı» 2. Fa) nn 0, 
(20.) 224 %X2(Yıs Yr--- Yu) 2 0, 


Aa A \ — 
en m At U FR AR — 0. 


In diesen Gleichungen ist der Beweis enthalten, dass die hier in Frage ste- 
hende Lösung unter den gemachten Voraussetzungen immer eine singuläre 
Lösung ist. Die Gleichungen (20.) sagen nämlich aus, dass die Functionen 
Yıs Yas --- 7. In Bezug auf die darin enthaltenen Variablen ©. ©, ... x, 
auflösbar sind, und dies ist nur dann möglich, wenn die Determinante 











| - 
0 Gm oX, | 

vi a - A HE 
« > 7 “ r 

| OT, OT, oT, 

1 

# 2 

on BE on a A 

Ir “ . en 

oz, Or,’ Or, 





nicht identisch verschwindet. Nach $. 5 ist aber das die Definition der sin- 
gulären Lösung, dass ein solches Functionensystem %,, %...y, existirt, deren 
Functionaldeterminante nicht verschwindet. 

Hinsichtlich dieses Beweises ist zu bemerken, dass derselbe hätte er- 
spart und durch einen weit einfacheren ersetzt werden können, wenn man 
sich der Prineipien bedienen wollte, welche zuerst Euler *) bei der Unter- 
suchung der entsprechenden Frage für gewöhnliche Differentialgleichungen 
angewandt hat, und von denen nach ihm Laplace **), Lagrange***) und 
Poisson-}) Gebrauch gemacht haben. 

Diese Prineipien enthalten aber die sehr missliche Voraussetzung der 
Entwickelbarkeit einer Lösung mit einer willkürlichen Constanten nach posi- 
tiven Polenzen dieser Constanten, eine Voraussetzung. deren Zulässigkeit 
nicht ohne Kenntniss der betreffenden Lösung beurtheilt werden kann, so dass 
die darauf gebauten Beweise streng genommen weiter nichts leisten, als dass 


*) Euler, Galculus integralis. Bd. 1. Problema 72, 
**) Laplace, M&moires de ’Acad&mie de Paris 1772. 
***) Lagrange, Liecons sur le calcul des tonctions, lecon quinziöme und an 
anderen Örten. 
7) Poisson, Sur les solutions particulieres etc. Journal de l’&cole poly- 
technique. Bd. 6. 
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sie eine gewisse Wahrscheinlichkeit gewähren, dass die aus der Differentialelei- 
chung selbst ohne Integration abgeleiteten Lösungen singuläre Lösungen sind *). 

Der im Vorhergehenden von mir entwickelte Beweis ist zwar auch 
nicht ganz allgemein; die dabei gemachten Vorausselzungen beziehen sich 
aber nur auf die Differentialgleichung. und ihre Zulässigkeit kann erkannt 


werden aus der Differentialgleichung selbst ohne Integration. 


g. 11. 

Der im Vorhergehenden gelieferte Beweis der Singularität unserer 
Lösung ist nicht der einzige Vortheil, der aus den Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen gezogen werden kann. Es ergeben sich daraus noch eine Reihe 
anderer merkwürdiger Eigenschaften derjenigen Differentialgleichungen. bei 
denen die im $. 9 gemachten Voraussetzungen erfüllt sind. 

Zunächst ergiebt sich unmittelbar, dass die vollständige Lösung (16.) 
durch die Annahme (15.) vollständig erschöpft wird, d. h. die durch die Be- 
dingung (15.) charakterisirten Lösungen bilden zusammen ein vollständiges 


System von Lösungen. Denn vermöge der Gleichungen (20.) erhält man für 


jedes beliebige Werthsystem der Constanten e,, &...c,, wenn man dieselben 
an die Stelle der 4, Y%...7. setzt. ein Werthsystem $,. 5... $,, Welches 
die Bedingungen (15.) befriedigt. 

Wenn wir also in den Gleichungen (20.) an die Stelle der &,. z,...:, 
setzen $, &...5,, an die Stelle der y,, %...y. wieder die Functionen 


fi» fa... fu (16.), so kann das System von Gleichungen: 


Etralfoh---f) = % 
eur: u 0. 


I 


In 


‘ 
(21.) 


J 


RER ua 0, 


als eine andere Form der Lösung (16.) angesehen werden, in welcher an die 





Stelle der willkürlichen Constanten e,. &...c, jetzt die willkürlichen Con- 
stanten &,, &...$, getreten sind. Aus dieser Form der vollständigen Lösung 


erhalten wir unmittelbar die singuläre Lösung. wenn wir setzen: 


- 


S, peu) T, a 0) us - Je, . 


Sr 


*) Einen Zweifel an der Gültigkeit dieses Beweises hat meines Wissens zuerst 
Jacobi ausgesprochen, da wo er von den singulären Lösungen der linearen partiellen 
Differentialgleichungen handelt, dieses Journal Bd. 27, pag. 240. 


EEE 
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und bezeichnet man wieder die partiellen Differentialquotienten der vollstän- 
digen Lösung mit p,, die der singulären Lösung mit 7,, mit z die vollständige 
Lösung, mit {© die singuläre Lösung selbst, so wird: 





Ben u. an, ua 
für: 
23.) eat a, 
Ich werde nun nachweisen, dass die Gleichungen (22.) nicht etwa bloss 
zu Relationen führen können zwischen den z,, &;...x,, welche durch (23.) 


befriedigt werden, sondern dass die Werthe (23.) ein ganz bestimmtes System 
von Wurzeln der Gleichungen (22.) sind. 
Wenn nämlich die Gleichungen (22.) durch weniger als » Relationen 





zwischen den Variablen z,, &, ... x, erfülll werden, so kann man die 
Variablen z,. #; ... x, durch eine Anzahl unabhängiger Variablen t,, & ... 


ausdrücken, so dass die Gleichungen (22.) identisch erfüllt werden, und dass 
zugleich die Gleichungen (23.) für gewisse constante Werthe der t,, b; 
erfüllt sind. 

Wenn man nun die identischen Gleichungen (22.) nach einer der 
Grössen / dillerentiirt, so erhält man unter Beibehaltung der früheren Be- 
zeichnung für die zweiten partiellen Differentialquotienten das System von 
Gleichungen: 

Orx 





(Pu) 


dx, 
+ (Para) Zt HP) |. 0, 


ot 


ox, u; 


. or, | 2 
(24.) (Pa N) + (Pa — N) u + (Pen A) — 








: Be...‘ | Sr DM OL 
(Pa); Tr (Par Anz) ot Fr (Pan An) ag — 0. 
Diese Gleichungen müssen identisch sein, wenn man in den Coefficienten für 
2» 25 ... x, ihre Ausdrücke durch die £ setzt. Aus den Gleichungen (24.) 
folgt aber, dass die Determinante 
Pıı Ts Pıa Ts » + Pin Um 
Pzı Taıya Paa Ta +. Pan Um 
\Pa— au, P.2Tlm2s Dee we Pan Tan 
verschwinden muss für dieselben Ausdrücke der x durch £, also auch für die 
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Werthe 2, =Sı. -:: 2, =S,. Dies ist aber nicht möelich. denn zufolee der 


Gleichungen (8.) und (15.) haben wir: 





(0) 5 TI . IL, Ts PI TI TT, Pr Il; ER 
Ü w(E.n,)+2,Wv" (n,.n, Bi; 
l|=v(&,nr)+2,w" (n,,n; Bi 
7 7 ! & > - 
folglich: 
0 = 3,0 (n,,7) (Pro Tre) 
| BY ww" Enz IT, pP N: /L,, 
und daraus folet: 
’ e r [Zj 3 J 
v /Tj. 71T, )» I 1, Tl, ). ..» ı// T,. 1 Pu“ Ts Pı T, . Pin T, 
2 #, r 'Z) 
1 Fe 12 Ay. /T,). v \ Ts. JT, “ ru ur IT, . IL, Paı Pe To] - pP: — Ay. . . 0. P: 7 
2 a \ id ’_ 
ıy An, I) UV (N, Ta) --» rin. Pai Azıs Pa Tas » « B. TI, 


Und da den Voraussetzungen des $. 9 zufolge der erste Factor nicht unend- 
lich ist. so kann der zweite Factor nicht verschwinden. 

Daraus folgt, dass die Werthe $,. 5&...S$, für die &,. ©,...x, nich! 
einem System von weniger als » Relationen zwischen den x angehören kön- 
nen, durch welche die Gleichungen (22.) identisch erfüllt werden. 

Dadurch ist nicht ausgeschlossen. dass die Gleichungen (22.) unter Um- 
ständen auch noch ausser durch die bestimmten Werthe S,. & ... &. dureh 
andere bestimmte Werthe der x, oder selbst durch Relationen zwischen den 
x befriedigt werden können, wenn nämlich die Gleichungen 22.) gewisse oe- 
meinschaftliche Factoren haben; die Werthe S,. & ... &, ergeben sich aber 
als bestimmte constante Werthe nach Unterdrückung der semeinschaftliehen 
Factoren und können den aus den gemeinschaftlichen Factoren gezogenen 


Relationen nicht genügen. 


$. 12. 
In den folgenden Untersuchungen lege ich die vollständiee Lösung 21 


T. 


zu Grunde. die ich als bekannt voraussetze. Aus derselben soll sieh dureh 
Elimination der p,. p: -.. p„ der Ausdruck von z ergeben: 


25.) DE ze € 7 SE En 


worin also 5. 5 ... 5, die willkürlichen Constanten sind. Wir erhalten aus 


Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 3. 29 
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dieser Lösung die singuläre Lösung unmittelbar: 
(26. er aa Bi). 


Ks müssen also die Gleichungen: 


02 02 n% 
27. —— aan Fre... = 0 
. O2, OS, Oon 
identisch erfüllt sein für: 
(28.) =, min :... =, 


und zwar so. dass die Werthe (28.) nicht durch Specialisirung von weniger 
als » Relationen zwischen den x und 5 erhalten werden können, sondern 
sich als ein ganz bestimmtes Wurzelsystem der Gleichungen (27.) er- 
geben; denn wenn die Gleichungen (27.) durch weniger als » Relationen 
befriedigt werden könnten, so würden durch dieselben Relationen die Gleichun- 
gen p, =, erfüllt, was, wie ich oben bewiesen habe, nicht möglich ist. 

Zu einer bemerkenswerthen Deutung der willkürlichen Functionen, von 
welchen die allgemeine Lösung abhängt, gelang man. wenn man von der 
vollständigen Lösung (25.) ausgeht, um daraus alle übrigen Lösungen abzuleiten. 


Man hat dann nach $. 4. die Grössen S,. S...£, so als Functionen von r,. 
X,...x, zu bestimmen, dass zwischen ihnen die willkürlichen Relationen bestehen: 


BE ek 
BE. 


T,&,&...$) = 0. 


Oder indem man die neuen Variablen ®,_,. %..: vo, durch die Gleichun- 


sen einführt: 


Ss) 
| II, (Er .. ä — O9 
so kann man die Functionen £ auch durch folgende willkürliche Gleichungen 


verbunden annehmen: 


S; v, (©, +19 Un L2 ° ++ v,) hy) 
FR w,(® v v,) 
31 \ 32 ” ri m-+1l9 m--?2 . n)) 
« " } 
4 ee # , 2» \ 
- 7 We V (Om 1-19 ®,n EI Hr Ö, . 


Dann werden die o„.,,...o, als Functionen von 2. & ... x, bestimmt 
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vermittelst der Gleichungen: 


02 ; 02 n, 02 ' 
—— v, \ D,, u I ); " wg u | u hf ? ( 
1} l mn-— 1 | 1 u f N 
\ 13 oe’ OS 
1®; Z Ei 4 - 02 f ’ 02 0 
o is " - Pi I), bi T wu 4 - 1/ ’i ie 
Ä 32 .) / Bi £ l m ) ÖE, Fr: 
0% ı; ME: BR 63 
ul) Felle.) ++ Lu le 0. 
\ = , ' )i .- ’ | )e n n 
Os Os, ( „mn 


Hat man die » diesen Gleichungen gemäss bestimmt. so ergiebi sich die ge- 


suchte Lösung: 
(33. eur 77 77 er TE SE Sea 


Ich werde im Folgenden der Kürze halber sagen: zwei Lösungen be- 


rühren sich, wenn für ein Werthsystem x,. ©, ... x, für beide Lösungen die 


Werthe 3, p,, P --. pP, übereinstimmen. Ich werde ferner ein Gebiet der 
qten Ordnung den Inbegriff aller Werthe von .,. x, ... x, nennen, welche 
»— g Gleichungen genügen, so dass ein constantes Werthsystem der z,. &, ... :r, 


ein Gebiet der nullten Ordnung ist. während. wenn die z,. ©, ... z, ganz 
unabhängig von einander sind. sie ein Gebiet der »"” Ordnung bilden. 

Betrachten wir nun irgend ein Individuum der vollständieen Lösung (25. . 
dessen Constanten &,, & ... £, den Relationen (29.) genüren sollen. Diese 
Lösung wird die Lösung (33.) berühren, wenn man die ır,. :» ... r, so 
bestimmen kann. dass sie den Gleichungen: 


Sj = v, . 6 —= W. n Ds = = 


genügen. Diese Gleichungen werden aber identisch erfüllt. wenn wir die 
den Gleichungen (30.) gemäss bestimmen. worin die S Constanten, die » ge- 
sebene Functionen der x sind. 

Die Lösungen (25.) und (33.) berühren sich also. falls die Constan- 
ten der ersteren den Gleichungen (29.) gemäss bestimmt sind. in einem Ge- 
biet der m" Ordnung, welches dargestellt ist durch die Gleichungen 30. 

Von der vollständigen Lösung (25.) habe ich früher schon nachgewie- 
sen. dass jedes Individuum derselben die singuläre Lösung (26.) in einem 
(rebiet der nullten Ordnung berührt. Es bleibt also noch übrig, das Gebiet der 
Berührung der singulären Lösung (26.) mit der Lösung (33.) zu untersuchen. 

Die Lösungen (26.) und (33.) berühren sich für solche Werthe der 
Cs 2... 2,, Welche den Gleichungen genügen: 

z =W, b=eWwW ... ,=U,. 


PL * 
DZ 
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Daraus folgt zunächst, dass nur für solche Werthe der x eine Berührung statt- 
inden kann. welche den Gleichungen genügen: 

Pe RE ee 2 0. 

\/T, (2..%...2,) = 0. 


n er) eo 


em 


34. 


Ferner aber werden die Gleichungen (32.) durch die Annahme w, = x. 
I" =. ... W,= x, identisch befriedigt. wegen der Gleichungen (27.)., die 


dureh 28. identisch befriedigi werden, so dass sich ausser den Gleichungen 
34.) für die x keine anderen Bedingungen ergeben. 

Daraus folgt, dass sich die Lösungen (26.). \33.) in einem Gebiet der 
»— m)” Ordnung berühren, welches dargestellt ist durch die Gleichungen 
34... also gerade durch die angenommenen willkürlichen Functionen. 

Die vollständige Lösung, von der wir ausgingen, kann ausser in dem 
Gebiet der nullten Ordnung die singuläre Lösung noch in anderen Gebieten 
berühren. welche aus unterdrückten gemeinschaftlichen Factoren der Gleichung 
27.) entspringen. 

Seizen wir zuerst den Fall, dass solche gemeinschaftliche Factoren 
der Gleichungen (27.) nicht existiren, dann wird die vollständige Lösung, die 
hier zu Grunde liegt, die Eigenschaft haben, die singuläre Lösung nur in Ge- 
bieten der nullten Ordnung zu berühren, und aus dem Vorhergehenden folgt un- 
mittelbar, dass diese vollständige Lösung die einzige ist, welche diese Eigen- 
schaft hat: denn aus dieser Lösung gelangt man zu jeder anderen dadurch, 
dass man zwischen den. Constanten gewisse Relationen annimmt, deren An- 
zahl kleiner als » sein muss; und diese Relationen repräsentiren immer ein 
Berührungsgebiet, dessen Ordnung die nullte übersteigt. 

Es folgt ferner, das in diesem Fall jede Lösung entweder unzwei- 
deutie. oder doch nur auf eine endliche Zahl von Arten bestimmt ist, wenn 
ihr Berührungsgebiet mit der singulären Lösung gegeben ist. 

Durch das Berührungsgebiet sind nämlich die willkürlichen Relationen, 
die zwischen den Constanten anzunehmen sind. gegeben. Es kann aber auch 
der Fall eintreten. dass unsere vollständige Lösung die singuläre lösung nicht 
in je einem Gebiete der nullten Ordnung, sondern in mehreren berührt. In 
diesem Fall ist durch die zwischen den Constanten angenommenen Relationen 
nicht das vollständige Berührungsgebiet der neuen Lösung mit der singulären 
Lösung seseben. sondern nur ein Theil derselben. wodurch allerdings der 
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übrige Theil zugleich mitbestimmt ist. Es können aber in diesem Fall die 
willkürlichen Constanten der vollständigen Lösung durch andere Conslanten 
ersetzt werden. welche Functionen der ersten sind, und welche dieselbe Be- 
deutung wie diese haben, so dass man die gegebenen Relationen ebenso wohl 
zwischen diesen neuen Constanten als zwischen den ersteren annehmen kann. 
Durch jede solche Annahme wird die durch ihr Berührungsgebiet vevebene 
Lösung und zwar im Allgemeinen verschieden bestimmt. 

Anders gestaltet sich die Sache in dem Falle. wo die vollständiee 
Lösung (21.) ausser in Gebieten der nullten Ordnung noch in Gebieten von 
anderer Ordnung die singuläre Lösung berührt. Dann kann es mehrere. ja 
sogar unendlich viele vollständige Lösungen geben, welche die gleiche Eiren- 
schaft wie die Lösung (21.) haben. Denn während sich ein Berührungsgebiet der 
nullten Ordnung beim Uebergang zu einer anderen Lösung in ein Berührungs- 
gebiet höherer Ordnung erweitert. kann das derselben Lösung angehörige 
Berührungsgebiet höherer Ordnung zu einem Berührungsgebiet der nullten 
Ordnung sich zusammenziehen. 

In diesem Falle ist keineswegs eine Lösung bestimmt durch ihr Be- 
rührungsgebiet mit der singulären Lösung. welches durch gegebene Relationen 
zwischen den Constanten der vollständigen Lösung dargestellt ist. Denn man 
wird andere und andere Lösungen erhalten. jenachdem man die Constanten 


der einen oder einer anderen vollständigen Lösung in diese Relationen einsetzt. 


$. 13. 
Wenn irgend eine vollständige Lösung der partiellen Differentialelei- 
chung bekannt ist: 
3 u 1 ri, a. a 
so ist die Frage nach dem Gebiet, in welchem diese Lösung die singuläre 


Lösung berührt, eine rein algebraische. Man hat nur zu untersuchen, durch 


welche Relationen zwischen £,. &%...2,. €» &...ce, die Gleichungen 
(2.) a = E, Pı — TI, mr P: — 7 


identisch erfüllt sind. Die Anzahl dieser Relationen kann im höchsten Falle 
gleich » sein, im Allgemeinen aber wird sie geringer sein. Es kann auch der 
Fall eintreten, dass es verschiedene Systeme solcher Relationen giebt. deren 


Anzahl selbst verschieden sein kann. 
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Es sei nun ein System solcher Relationen: 


IT, (Linda... D,, Cie C2...C,) — 0. 
>w I (2 Br u ie) = 
Ye . 

I „(Ce , T%y...%,, Cs C2...C,) = 0, 


worin m <_n ist. Will man nun aus der vollständigen Lösung 1.) zu der 


singulären übergehen, indem man die e,, ©,...c, in geeigneter Weise durch 
die ,. ©, ... =, ausdrückt, so ergeben sich in diesem Falle für die ce keine 


bestimmten Ausdrücke, sondern man kann ein beliebiges System von Functionen 
an die Stelle der e setzen, welches die Gleichungen (3.) identisch erfüllt, denn 
dadurch werden der Voraussetzung nach auch die Gleichungen (2.) identisch. 

Der allgemeinste Ausdruck für die Funetionen e, welcher die Glei- 
chungen (3.) befriedigt, ist aber: 


eu = 98, U 
s R En _— WW Wr: WW, Lie Lr...%,)s 
\ 4. } | 
= Al, 
wo die @,,,...@, ganz beliebige Grössen, die w,, %r..., Functionen sind, 


welche die Eigenschaft haben, dass durch Elimination der » aus den Glei- 
chungen (4.) die Gleichungen (3.) wieder hervorgehen, und dass die Functional- 
determinante der vw in Bezug auf die x nicht identisch verschwindet, da sich 
sonst aus (4.) die © eliminiren liessen, was zu einer Relation zwischen den 
ce und & allein führen würde. Dann aber wären die » nicht ganz beliebig, 
d. h. die Annahme (4.) wäre zu speciell. 

Da durch die Substitution (4.) die Gleichungen (2.) identisch befriedigt 
werden. so ergeben sich die Gleichungen: 

02 03 03 


3 ba au an 2 
a = v T)r u 2 (D)/T + pr v, or A 0, 
OL S ( C, S ( S 


ö j n 


ei... 


und da die Functionaldeterminante der in Bezug auf die x nicht verschwindet: 


be 02 or: 03 
u Bu er 
i oc, OC, j OC,„ 


Gleichungen, welche ebenso wie die vorhergehenden durch Substitution von 
(4.) identisch erfüllt werden müssen. 
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Wenn man die vollständige Lösung (1.) benutzen will, um daraus 
irgend eine andere Lösung abzuleiten, so hat man nach $. 4 so zu verfahren: 


Man bildet die Gleichungen: 


R = Xıldrı---0,)» 


u % } C) —— f 2 ® 4 ... O, ie 
6 X pH 
C, n- Ku \ Ö, 1 i An © 7} ; 9 


worin die % willkürliche Functionen. p eine Zahl die kleiner ist als » be- 
deuten. und bestimmt dann die e als Functionen der x mittelst der Gleichungen: 


02 0% 03 


a t - >\® \ u Da Y . FE y \ 5 ), 
| oc, Z/ı v l O6, ı* p4 l + I OC, Au pH Bi ( 

vw \ ® 

(T. 
[2 nn RTL... 0 
— /1®, - —ı(e, RE Wi. | 
| de, +1 \Pn. oc, Ar\0n BT 

Die Gleichungen (7.) werden identisch erfüllt, wenn man für e,. ©&,...e, die 


Ausdrücke (4.) einsetzt. Dann aber muss 

(8. ) won. San ... Me 
werden. Wenn nun 2r—p—m —.n, oder an” p+m ist, so lassen sich aus 
den Gleichungen (8.) Ausdrücke für © und w bestimmen. welche die Glei- 
chungen (7.) und (8.) befriedigen, und die für die e,, & ... ec, solche Aus- 
drücke ergeben. welche in die vollständige Lösung (1.) eingesetzt. dieselbe 
in die singuläre Lösung überführen. 

Daraus ergiebt sich folgender Salz: 

Wenn man von einer vollständigen Lösung ausgeht, welche die sin- 
guläre Lösung in einem Gebiet der (”a—m" Ordnung berührt. und man will 
daraus eine andere Lösung bestimmen, indem man p Relationen zwischen den 
willkürlichen Constanten annimmt, so ergiebt sich, vorausgesetzt dass m+p” n 
ist. immer die singuläre Lösung selbst als eine Wurzel der aufzulösenden 
Gleichungen. 

Es bleibt noch übrig, zu untersuchen. wie man, wenn irgend eine voll- 





ständige Lösung bekannt ist. zu verfahren hat, um eine solche vollständige 
Lösung zu bestimmen. welche die singuläre Lösung in Gebieten der nullten 
Ordnung berührt. 

Die gegebene vollständige Lösung sei: 


(9.) er. ii.) 


\ 
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und die Gleichungen 


10. sa, Hein Ren 


mögen befriedigt werden. wenn zwischen den Variablen x,. x; ‚, z, die 
Relationen bestehen: 
| TE ee) iR 

11. Tr 


und zwar will ich zunächst den Fall annehmen. dass die Gleichungen 10.) 
auf keine andere Weise befriedigt werden können. als durch die Annahme 
der Relationen (11.). 

Isi nun eine vollständige Lösung, welche die singuläre Lösung in Ge- 


bieten der nullten Ordnune berührt: 


‘ - = 
(12. 3 = En Br Da Sa 5 + Be 


ı 


so folgt aus den Betrachtungen des $. 12, dass man aus (12.) die Lösung (9. 


erhält, wenn man zwischen den Gonstanten 5,. 5 ... 5, und den Constanten 
C,. © ... e, die Relationen annimmt: 
II, ee nn Ü. 


\zr. er ie 


ER, (Sıs S on 5 C y) C; ... C„) Zu 0. 


Daraus ergiebt sich mittelst der am Schluss des $. 3 bewiesenen Re- 
eiprocität zweier vollständigen Lösungen, dass man aus der Lösung (9., eine 
in Gebieten der nullten Ordnung berührende Lösung erhält, wenn man zwischen 
den Constanten der gegebenen und gesuchten Lösung die Relationen (13.) 
festsetzt. welche sich unmittelbar aus dem Berührungsgebiet der singulären 
Lösung mit der gegebenen vollständigen abschreiben lassen. Dem Vorher- 
oehenden gemäss erhält man bei diesem Verfahren ausser der gesuchten 
Lösung die singuläre Lösung selbst. wenn 2m n ist. 

In dem anderen Fall, wo die Gleichungen (10.) ausser durch ein System 
von Relationen (11.) noch durch andere solche Systeme erfüllt werden können, 
muss es, wie sich aus denselben Prinzipien wie oben ergiebt, unter den ver- 
schiedenen Systemen wenigstens eines geben. welches in der oben angege- 
benen Weise behandelt, zu einer solchen Lösung führt, welche die singuläre 
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Lösung in Gebieten der nullten Ordnung berührt. In den meisten Fällen wird 
aber jedes System von Relationen, welches den Gleichungen (10.) genügt. in 
derselben Weise benutzt werden können, um eine vollständige Lösung zu er- 
halten. welche die singuläre Lösung in Gebieten der nullten Ordnung berührt, 
und daraus entspringen in diesen Fällen die verschiedenen vollständigen Lösun- 
gen, welchen diese Eigenschaft zukommt. 

Ob diese letztere Bemerkung allgemeine Gültigkeit besitzt. bleibt da- 


hingestellt. 


s. 14 


Ich habe schliesslich noch einige Bemerkungen hinzuzufügen. über die- 
jenigen Differentialgleichungen. welche durch die im $.9 gemachten Voraus- 
setzungen ausgeschlossen sind. Bei dieser Art von Gleichungen sehe ich 
keinen Weg. auf welchem bewiesen werden könnte. dass die durch Differen- 
tiation nach den Differentialquotienten erhaltene Lösung eine singuläre ist, re- 
spective entschieden werden könnte, ob dieselbe eine singuläre Lösung is! 
oder nicht. Auch die in den $$. 11 ff. angestellten Betrachtungen verlieren 
in diesen Fällen ihre Gültigkeit. Immerhin aber steht soviel fest, dass. wenn 
eine sineuläre Lösung existirt, diese durch die Methode des $. 7 gefunden 
werden muss. 

Zu diesen Ausnahmefällen gehört eine sehr wichtige Classe von Dilfe- 
rentialgleichungen, nämlich die linearen. Bei den linearen Gleichungen näm- 
lich verschwindet, falls die Zahl der unabhängigen Variablen 2 übersteigt. 
die Determinante (9.) des $. 9 identisch. wie sich sehr leicht zeigen lässt. Bei 
zwei unabhängigen Variablen aber verschwindet diese Determinante durch Ein- 
setzen der singulären Lösung. 

Die singulären Auflösungen der linearen partiellen Differentialgleichun- 
sen hat Jacobi behandelt *). aber auf einem von dem unsrigen ganz verschie- 
denen Wege, indem er die Multiplicationstheorie benutzt. Es wird daher als 
eine willkommene Bestätigung unserer Resultate zu betrachten sein. wenn es 
gelingt. die Uebereinstiimmung mit der Theorie von Jacobi nachzuweisen 

Es soll die lineare partielle Differentialgleichung gegeben sein: 

*) 


ICh 


Dieses Journal Bd. 27. p. 2% 


Journal für Mathematik Bd. LXVI, Heft 5 U) 
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l. App t+Äp+-+X,p, = A. 


worin die X,. X, en X,, A, irgend welche Funetionen von 2, &,. 2... x, be- 
deuten: das allgemeine Integral dieser Gleichung lässt sich bekanntlich in der 
Form darstellen: 

(2.) Pisa.) 
wo & eine willkürliche Funetion und fi. f;...f, die Integrale eines Systems 
vewöhnlicher Differentialgleichungen sind. 

Die von der vollständigen Lösung mit » willkürlichen Constanten aus- 
vehenden Betrachtungen sind bei diesen Gleichungen überflüssig; sie können 
aber eben so gut hier wie im allgemeinen Falle angestellt werden. Eine voll- 
ständige Lösung erhält man aus (2.). wenn man über die Function # irgend 
eine specielle Annahme macht, worin » willkürliche Constanten vorkommen. 

Wenn man dann, wie im $. 4 gezeigt wurde, die Constanten als 
Funelionen der Variablen zu bestimmen sucht, um neue Lösungen zu erhalten, 
so ergeben sich, wie man sofort erkennt, wenn man den Ansatz macht, die 
Constanten immer als Functionen der fi. f;... f,, 50 dass man immer wieder 
auf die Form (2.) zurückkommt, ausser bei der singulären Lösung: die sin- 
euläre Lösung kann nicht in der Form (2.) enthalten sein, was sich unmittel- 
har aus der Definition derselben im $. 5 schliessen lässt. 

Nach der Methode des $. 7 hätte man, um die singuläre Lösung zu 
erhalten. die Gleichung (1.) in Bezug auf z aufzulösen, und dann die par- 
an 03 0% 02 
tiellen Differentialquotienten 7: Ale: 0 zu selzen. 

Es ist nun aber nicht nothwendig, diese Auflösung wirklich auszu- 


führen: man kann die Gleichung (1.) selbst differentiiren, und erhält zur Be- 





| 03 03 . ii; 
stimmung der — —- »*--— das Svstem von Gleichungen: 
op, OPu 3 “: 
joX oX, oX, oX, 1 02 
0 Aı +) —-p + —p: + —- Mn i 
| u ur Pi 0% 0% P. 02 )« p, 
oX oOX oX, oX 1) 02 
0 ‚u Be + —D, FL —pn — —, 
Br lo pi 0% pP: 0% P: 02 ) op, 
i oOX oX oX, oNX 0% 
0 - Y „ Fand DE Wehr 2 pt +++ an | u 6 
Fe 0 A Pı 03 pi or P: 02 OP 
“ s . R r z 02% 02 ; 
Für die singuläre Lösung müssen + + — verschwinden. Dies kann 


op, UP 
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nun dadurch geschehen, dass die X,. X, ... X, durch eine Gleichung zwi- 
schen z, x, ... x, zum Verschwinden gebracht werden.- Damit aber dadurch 
die Gleichung 1.) überhaupt befriedigt wird. muss gleichzeitige X, ver- 
schwinden. d. h. die ganze Differentialeleichunge muss einen alsebraischen 
Factor haben. 

Nehmen wir also an. die Coeflieienten X\,. A, ... A, seien von ge- 
meinschaftlichen Factoren befreit. so fällt diese Möglichkeit. den Gleichungen 


03 A a 
-—=() zu genügen. weg. und aus den Gleichungen (3.) folgt dann. dass für 


op 
die singuläre Lösung 

(4. „ Pı+ zp4+ +7, P 
unendlich gross werden muss. jedoch so. dass nicht gleichzeitig einer der 
CGoeffieienten X,. A,. A» ... A, unendlich wird. Es müssen also. ehe man 
zur Aufsuchung der singulären Lösung schreitet. die Coeffieienten von ge- 
meinschaftlichen Factoren und von Nennern befreit sein. 

Der Ausdruck (4.) kann nur dadurch unendlich werden. dass eines 
seiner Glieder unendlich wird. so dass man aus dieser Bedingung die singuläre 
Lösung in Gestalt einer Relation zwischen z, .r, ... x, erhält. welche die p 
nicht mehr enthält. Die Gleichung. aus welcher nach Jacobi die sineuläre 
Lösung zu bestimmen ist. lautet: 


oX oX, ( } oe ( X ! 
— A |. = Mi. 4 PIERRE IEN. 1 Dr - “ m 
0% or, OT, OL, 


) 
Ä 


welche Gleichung scheinbar von der hier aufgestellten verschieden ist. Es 
lässt sich aber ohne Schwierigkeiten zeigen. dass die beiden Gleichungen voll- 
ständig äquivalent sind. Denkt man sich nämlich in die Coeffieienten Ä,. 
X,... A, an die Stelle von z die singuläre Lösung substituirt. so gehen 
diese in Functionen von z,. 2, ... x, allein über. welche der Vorausselzung 
nach nicht unendlich sind. Bezeichnet man daher die partiellen Differential- 
& ’ + 10% \ 2 

quotienten dieser Functionen nach den .r mil (>), 80 hat man die iden- 
tischen Gleichungen: 

OX,N\ X, . 6X, 


Yy . - 
OXLo OL, 0z 


und daraus: 


Be 
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- 
OX,\ | ON, 
(—)H—e)+-+(2 
a or, / OL 








OX ON, OX OX 

l n 1) 

= —tp pP, x 

02 Pır 5 p A ar 02 Pr 02 
OK, f 3 ı . 
0% OX ze IC, 


Auf der linken Seite dieser Gleichung steht ein endlicher Ausdruck. Wenn 
also die erste Zeile rechts vom Gleichheitszeichen unendlich wird. so muss 
auch die zweite Zeile unendlich werden und umgekehrt, wodurch die Ueber- 
einstimmung der beiden Arten der Bestimmung der singulären Lösung dar- 


eethan ist. 


Heidelberg. im März 1866. 
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Geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 


(Von Jacob Steiner.) 





Aus dessen hinterlassenen Manuscripten mitgetheilt von Herrn (€. F. Geiser in Zürich 


1. 
Y 

(Hehen in einer Ebene drei beliebige begrenzte Gerade au, b3, © 
durch den nämlichen Punkt m und ist dieser die Mitte jener Geraden. so 
schneiden sich sowohl die vier Kreise abe, aPy, bya«, ca? in irgend einem 
Punkte d, als auch die vier Kreise «/y, «be, Pca, yab in irgend einem Punkte 
d. Die Gerade dd geht durch den Punkt m und wird in ihm gehälftet:; ferner 
liegen die acht Endpunkte der vier Geraden in irgend einem Kegelschnitte 
m‘, welcher die Geraden zu Durchmessern und m zum Mittelpunkte hat. Zieht 
man umgekehrt in einem Kegelschnitte m’ drei beliebige Durchmesser a«, b/. 
cy und legt durch je drei Endpunkte verschiedener Durchmesser Kreise. so 
schneiden sich einerseits die Kreise abe, a/y, bye, ca’ in einem Punkte d, 
und andererseits die vier Kreise «/7y, abe, ca, yab in einem Punkte d. Beide 
Punkte liegen auf dem Kegelschnitte, und sind Endpunkte eines Durchmessers 
desselben. Durch je drei gegebene Durchmesser ist also nicht nur der Kegel- 
schnitt, sondern es ist auf diese Weise allemal noch ein vierter. ihnen zu- 
vehöriger Durchmesser bestimmt, und zwar ist von solchen vier Durchmessern 
jeder von den andern dreien in der angegebenen Weise abhängig. Aus die- 
sem Satze lassen sich nachstehende Folgerungen ziehen: 

Werden in einem gegebenen Kegelschnitte irgend ein Punkt e und zwei 
beliebige Durchmesser a« und bj? angenommen, so schneiden sich die zwei Kreise 
abe und «pe allemal in irgend einem neuen Punkte d des Kegelschniltes. 
Lässt man nun die Durchmesser zusammenfallen. so folgt ferner: Beschreibt 
man zwei Kreise, welche durch den nämlichen Punkt ce des Kegelschniltes 
gehen und diesen nebstdem in den Endpunklen a und « irgend eines Durch- 
messers beziehlich berühren, so liegt auch der zweite Schnittpunkt d der Kreise 
auf dem Kegelschnitte, und umgekehrt, legt man an zwei gegebene Kreise 


irgend ein Paar paralleler Tangenten,. an jeden eine, so giebt es immer einen 


Kegelschnitt, welcher die Kreise mit den Tangenten in den nämlichen Punkten 


a und « berührt. und zudem durch die beiden Schnitipunkte e und d der 
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kreise geht: ae ist einer seiner Durchmesser. Aus dem vorigen Satze zieht 
man leicht durch Umkehrung: 

Sind zwei gleiche parallele Gerade ab und «/P gegeben, und man legt 
durch ihre Endpunkte beziehlich irgend zwei Kreise. so liegen deren zwei 
Schniltpunkte e und d mit den Endpunkten der Geraden in einem und dem- 
selben Kegelschnitte. Oder: Zieht man in zwei gegebenen Kreisen zwei 
parallele gleiche Sehnen. in jedem eine, so liegen ihre Endpunkte mit den 
zwei gemeinschaftlichen Punkten der Kreise in irgend einem Kegelschnitte. 

Betrachtet man in Ansehung der drei Geraden oder Durchmesser a«, 
b’?, ey elwa die zwei Kreise abe und «/5y und lässt die Durchmesser 5b? und 
cy dem festen Durchmesser a« so nahe rücken. dass die Endpunkte 5 und e 
als mit a, so wie 5 und y als mit « vereinigt anzusehen sind, so osculirt der 
erste Kreis den Kegelschnilt in a, der andere Kreis berührt ihn in «, und beide 
Kreise müssen sich immer, ausser in « noch in irgend einem anderen Punkte 
d des Kegelschnittes treffen. Da der zweite Kreis durch die Bedingung, dass 
er durch a gehen und den Kegelschnilt in « berühren soll. bestimmt ist. so 
ergiebt sich folgende einfache Construction des Krümmungskreises des Kegel- 
schnittes m» in einem gegebenen Punkte a: durch den Punkt a ziehe man den 
Durchmesser aa, lege durch seine Endpunkte einen Kreis, welcher den ge- 
sebenen Kegelschnilt m’ in « berührt und ihn noch in irgend einem neuen 
Punkte d schneidet. durch diesen Punkt denjenigen Kreis. welcher m’ in a 
berührt, so ist dies der gesuchte Krümmungskreis. Durch Umkehrung hat 
man ferner: Schneiden sich zwei gegebene Kreise in zwei Punkten a, d, 
und man leet in a an den einen Kreis die Tangente. und an den anderen 
Kreis eine parallele Tangente, deren Berührungspunkt « heissen soll, so giebi 
es allemal einen Kegeischnitt. welcher den ersten Kreis in a osculirt,. den 
zweiten Kreis in «@ berührt und zudem durch den zweiten Schnittpunkt der 
Kreise geht: auch hai derselbe die Gerade ar zum Durchmesser. Da zwei 
Tangenten an den zweiten Kreis möglich sind. welche der genannten Tan- 
gente des ersten Kreises parallel sind. so entsprechen ihnen auch zwei Kegel- 


sehnitte. welehe einander in a oseuliren und nebstdem noch in d schneiden. 


ll. 
Werden die drei Durchmesser a«, bp. ey insbesondere so angenom- 
men. dass ihre gemeinsame Mitte m zugleich der Schwerpunkt des Dreieckes 


abe ist. so ist der Kegelschnitt m’ nothwendig eine Ellipse. und das Dreieck 
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gehört zu den ihr eingeschriebenen Dreiecken von grösstem Inhalt. so dass 
also die Tangenten der Ellipse in den Ecken des Dreiecks den resp. Gegen- 
seiten parallel sind; zugleich sind also auch die Tangenten der Ellipse in den 
andern Endpunkten «@, #, 7 der Durchmesser beziehlich den Seiten be, ca, 
ab parallel. Der Kreis abe schneidet die Ellipse noch in irgend einem vierten 
Punkte d. Nach einem Satze von Poncelet hat jeder durch die Endpunkte 
der Sehne ad gehende Kreis mit der Ellipse eine Sehne gemein, welche der 
Sehne be parallel ist; und somit auch umgekehrt: die Endpunkte jeder mit 
be parallelen Sehne der Ellipse liegen mit den zwei festen Punkten « und d 
in einem Kreise. Da nun die Tangente im Punkte « der Sehne be parallel 
ist, so berührt der durch a, d und « gelegte Kreis die Ellipse in « und dem- 
zufolge geht der die Ellipse in « osceulirende Kreis durch den Punkt d 
Gleicherweise folgt, dass die Krümmungskreise der Ellipse in b und ce eben- 
falis dureh den nämlichen Punkt eehen. Also: 

Die drei Krümmungskreise der Ellipse in den Ecken eines ihr einge- 
schriebenen grössten Dreieckes abe schneiden dieselbe in einem und demselben 
Punkte d der Ellipse, welcher allemal mit den drei Ecken zusammen in einem 
Kreise liegt. Und umgekehrt: durch jeden Punkt d der Ellipse gehen je 
drei Krümmungskreise derselben. welche sie in den Ecken eines ihr einge- 
schriebenen erössten Dreiecks oseuliren. und zwar liesen diese Ecken mil 
jenem Punkte allemal in einem Kreise. Diesem Satze kann man noch fol- 
sendes hinzufügen: In Bezug auf jeden Punkt der Ellipse giebt es je drei 
solehe Durchmesser derselben, a«@, b5, ey welche von dem Punkte aus unter 
Winkeln gesehen werden, die beziehlich denen gleich sind, welche die Durch- 
messer mit den ihnen conjugirten Durchmessern bilden. Die nämlichen drei 
Durchmesser entsprechen in gleichem Sinne zugleich auch dem Punkte d, dem 
anderen Endpunkt des durch d gehenden Eliipsendurchmessers. und ihre End- 
punkte in gehöriger Ordnung genommen sind allemal die Ecken zweier grössten 
Dreiecke abe, «/y in der Ellipse, deren umschriebene Kreise beziehlich durelı 
die Punkte d, d gehen. Nämlich das Dreieck «/5y hat mit dem ersten. abe, 
den Punkt m zugleich zum Schwerpunkt, und alles was vom Dreiecke abe 
und dem ihm entsprechenden Punkte d gesagt worden. gilt gleicherweise vom 
Dreieck «y und dem Punkte 0. 

ill. 


Da die Tangenten der Ellipse m’ in den Ecken jedes ihr eingeschriebenen 


grössten Dreieckes abe den resp. Gegenseiten parallel sind. so sind die Normalen 








240 Steiner, geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 


in den Feken zueleich die Höhen des Dreieckes und treffen sich desshalb in 
einem Funkte p. Die durch diesen Punkt gehende vierte Normale der Ellipse 
hai gerade den vorhin genannten Punkt d zum Fusspunkt. was übrigens schon 
Joachimstkal bemerkt bat. Wie ierner bekannt liegen die Fusspunkte aller 
vier Normalen abe‘ sammi dem Punkte p und dem Mittelpunkte m der Ellipse 
in einer gleichseitigen Hyperbel, etwa A‘. deren Asymptoten den Ellipsenaxen 
A, } parallel sind. Dazu kommt nun noch, dass die Hyperbel den Ellipsen- 
halbmesser md zum Durchmesser hat. so dass ihr Mittelpunkt % in seiner Mitte 
liegt. In diesem Betracht ergiebt sich. alles zusammengefasst, folgendes: 

Die je drei Normalen der Ellipse »' in den Ecken jedes ihr ein- 
geschriebenen grössten Dreieckes abe treflen sich in einem Punkte p, und 
die durch diesen Punkt gehende vierte Normale hat denjenigen Punkt Jd 
zum Fusspunkte. welcher mit den Ecken des Gegendreiecks «/y in einem 
Kreise liegt. oder dessen Gegenpunkt d mit abe in einem Kreise liegt. 
Durch die fünf Punkte abedp und durch den Mittelpunkt m der Ellipse 
geht eine gleichseilige Hyperbel A’, deren Asymptoten allemal den Ellipsen- 
axen A, Y parallel sind. und welche den Ellipsenhalbmesser md zum Durch- 
messer. also ihren Mittelpunkt A in dessen Mitte hat. Die allen grössten 
Dreiecken auf diese Weise entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln haben 
demnach zum Ort ihrer Mittelpunkte eine zweite Ellipse. etwa m,. welche der 
gegebenen m ähnlich. mit ihr ähnlich liegend und concentrisch ist und halb 
so grosse Dimensionen hat. als dieselbe: auch sind sämmtliche grössten Drei- 
ecke abe dieser zweiten Ellipse umschrieben. und zwar sind sie die kleinsten 
ihr umschriebenen Dreiecke. indem die Seiten derselben in ihren Mitten be- 
rührt werden. so dass also m, zugleich der Ort der Mitten der Seiten aller 
orössien Dreiecke in m’ ist: und umgekehrt: 

Zieht man durch die Mitte % irgend eines Halbmessers md der gege- 
benen Ellipse m zwei ihren Axen parallele Gerade und denkt sich die gleich- 
seilige Hyperbel 4. welche dieselben zu Asymptoten und jenen Halbmesser 
zum Durchmesser hat. so schneidet sie die Ellipse, ausser im Punkte Ö alle- 
mal noch in den Ecken abe eines derselben eingeschriebenen grössten Drei- 
eckes. Hieraus ist ersichtlich. auf welche Weise zu jedem gegebenen Punkte 

oder d das demselben im obigen Sinne zugehörige Dreieck abe bestimmt, 
und zu finden ist. 

Jeder Punkt x in der gegebenen Ellipse m ist einerseits Ecke eines 


einzigen grössten Dreieckes. und andrerseils ist er je einmal Öd oder d im 
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obigen Sinne genommen. d. h. er ist der vierte Fusspunkt Ö zu den Ecken 
abe eines bestimmten erössten Dreieckes und er lieet als d) mit den Keken 
eines bestimmten anderen grössten Dreieckes in einem Kreise. Die Normale 
der Ellipse im Punkte x schneidet in der That den Ort der Höhenpunkte der 
Dreiecke abe, welcher eine Ellipse (m,) ist. in zwei Punkten p, welche den 
zwei verschiedenen Umständen x = d und 2 d beziehlich entsprechen 

Die der Ellipse m’ eingeschriebenen grössten Dreiecke sind zu vier 
und vier einander congruent. Die Mittelpunkte der vier soichen Dreiecken 
entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln sind die Ecken eines der Ellipse m’ 
eingeschriebenen Rechteeks. dessen Seiten auf den Asvmptoten der vier 
Hvperbeln liegen. Wenn insbesondere eine Ecke des Dreiecks abe in einen 
Axenscheitel der Ellipse m fällt. so fallen die vier Dreiecke paarweise zu- 
sammen. so dass nur zwei gleiche Gegendreiecke stattfinden. und dabei veht 
die, dem einen oder dem anderen derselben zugehörige gleichseitige Hvperbel 
in zwei Gerade. ihre Asymploten. über. 

Anmerkung. Man vergleiche mit den Sätzen dieses und des vorieen 
Paragraphen: dieses Journal Bd. 30. „Lehrsätze und Aufgaben“ No.6. Bd. 32. 
„Sätze über Curven zweiter und dritter Ordnune* No. 1 und Bd. 49. „Ueber 


aloebraische Curven und Flächen* I. 3. 


IV. 

So weit die obigen Sätze die gleichseitige Hyperbel betreffen. lassen 
sich aus ihnen foleende. etwas alleemeinere ableiten: 

Der durch die Endpunkte irgend eines Halbmessers etwa me der voe- 
gebenen Ellipse m» und durch die Ecken irgend eines derselben eingeschrie- 
benen erössten Dreieckes abe bestimmte Kegelschnitt ist jedesmal eine solche 
Hvperbel. deren Asymptoten je einem Paar conjugirter Durchmesser der EI- 
lipse parallel sind. und welche allemal jenen Halbmesser zum Durchmesse: 
und somit dessen Mitte A zum Mittelpunkt hat. Verbindet man in diesem Sinne 
nach einander alle grössten Dreiecke mii demselben Halbmesser me. so en!- 
steht eine Schaar concentrischer Hyperbeln. die me zum gemeinsamen Durch- 
messer haben. und deren Asymptolen respective den gesammien Paaren con- 
jugirter Durchmesser der Ellipse parallel sind. Und werden alle Halbmesser 
mit demselben Dreieck abe verbunden. so entsteht ein Büschel von Hvperbeln. 
welche die vier Punkte abem gemein haben. und deren Mittelpunkte in de: 


Ellipse »»; liegen. mit deren eonjiueirten Durchmessern ihre Asyvmptoten he- 
ym 


Journal für Mathematik Bd. LAVI. Heft 3. 31 
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ziehlich parallel sind. Umgekehrt: Zieht man durch die Mitte k eines be- 
liebigen Halbmessers me der gegebenen Ellipse mit irgend einem Paar con- 
jugirter Durchmesser derselben zwei Gerade parallel und sieht dieselben als 
Asymptoten einer durch die Endpunkte des Halbmessers gehenden Hyperbel 
an. so schneidet dieselbe die Ellipse ausser im Punkte e allemal noch in den 
Ecken eines ihr eingeschriebenen grössten Dreieckes abe: werden die Asympto- 
ten nach einander allen Paaren conjugirter Durchmesser parallel angenommen, 
so erhält man alle grössten Dreiecke, jedes einmal, aber nur einmal. 

Alle durch die Ecken und den Schwerpunkt m eines beliebigen ge- 
gebenen Dreieckes gehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln; ihre Mittelpunkte 
liexen in derjenigen Ellipse m,. welche durch die Mitten der drei Seiten geht 
und den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat. und ihre Asymptoten sind einzeln 


den verschiedenen Paaren conjugirter Durchmesser dieser Ellipse parallel. 


V. 

Für den besonderen Fall, wo die gegebene Ellipse m’ in einen Kreis 
übergeht. wobei alle grössten Dreiecke gleichseitig und congruent sind. modi- 
fieiren sich einige der vorstehenden Sätze. 

Ein gegebener Kreis m’ wird von jeder gleichseitigen Hyperbel %', 
welche irgend einen Radius me desselben zum Durchmesser hat, allemal in 
den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks abe geschnitten; oder: die Ecken 
jedes dem Kreise eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks liegen mit den End- 
punkten me jedes beliebigen Radius desselben in einer gleichseitigen Hyperbel, 
welche den Radius zum Durchmesser hat. Und umgekehrt: zieht man in einer 
gegebenen gleichseitigen Hvperbel irgend einen Durchmesser me und beschreibt 
mit demselben um einen seiner Endpunkte m einen Kreis m’, so schneidet 
dieser die Hvperbel ausser im Punkte e allemal noch in den Ecken eines 
gleichseiligen Dreieckes. welches den Punkt m» zum Schwerpunkt hat. 

Von den drei Ecken jedes der gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
gleichseitigen Dreiecks liegen immer zwei mit dem Schwerpunkte m im näm- 
lichen Hyperbelzweig. und die dritte Ecke und der Punkt e liegen im an- 
deren Zweig. 

Jeder in der gegebenen Hyperbel beliebig gewählte Punkt x ist: 

|) Der Schwerpunkt von nur einem einzigen eingeschriebenen gleich- 


seiliven Dreieck: 
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2) ist er nur einmal Punkt e, d.h. er liegt mit den Ecken nur eines 
einzigen solchen Dreiecks in einem Kreise. 

Dagegen ist er 

3) Ecke von drei verschiedenen solchen Dreiecken. und zwar lieg! 
beim einen Dreieck der Schwerpunkt m» (und noch eine andere Ecke) mit ihm 
im nämlichen Zweige. wogegen bei den beiden anderen Dreiecken der Punkt 
e mit ihm im gleichen Zweige der Hyperbel liegt. 

Die drei Dreiecke des letzten Falls sind elementar zu bestimmen: 
nämlich ihre drei Schwerpunkte m liegen mit dem andern Endpunkt «x, des 
durch x gehenden Hyperbeldurchmessers zusammen in einem Kreise, dessen 
Mittelpunkt « in diesem Durchmesser .r.r, so liegt. dass z,u = \wr,x. Daraus 
ist leicht zu sehen, dass die beiden leizien Dreiecke imaginär werden. wenn 
der Punkt x in einem bestimmt begränzten Bogen des einen oder des anderen 
Hvperbelzweiges liegt: diese Bogen werden durch die Scheitel gehälftet und 
für ihre Endpunkte berührt der genannte Hülfskreis «" den zugehörigen Hy- 
perbelzweig. 

v1. 

Hält man rücksichtlich der anfänglich betrachteten drei Geraden oder 
Durchmesser ae, b>, ey etwa die drei Endpunkte abe in ihrer Lage fest. 
während der Mittelpunkt m sich immer weiter. und zuletzt ins Unendliche 
entfernt. wobei zugleich auch die drei anderen Endpunkte «37 der Durchmesser 
ins Unendliche fallen. die Durchmesser parallel werden und der Kegelschniti 
m’ in eine Parabel übergeht. so bleibt noch von den dortigen vier Kreisen 
abe, ajy, bya, ca/3 nur der erste als eigentlicher Kreis bestehen. wogegen 
jeder der drei anderen in zwei (rerade zerfällt. wovon die eine ganz im Un- 
endlichen liegt. die andere aber dureh den ihr zueehörieen der Punkte abe 
geht. und zwar schneiden sich diese drei (reraden mit dem Kreise abe zu- 
sammen in einem Punkte d der Parabel. Die drei Geraden ad, bd, cd als 
Repraesentanten der drei Kreise haben die Eigenschaft (und sind dadurch be- 
stimmt). dass sie die Durchmesser unter »leichen Winkeln schneiden wie die 
ihnen beziehlich gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks abe, d.h. dass die 
Gerade ad und die Seite be mit jedem Durchmesser ein gleichschenkliges 
Dreieck bilden. dessen Grundlinie im letztern lieet. ebenso bd und ac. ed und 
ab. Daher ist von den zwei Strahlen. welche die Winkel zwischen jeder 


Geraden und ihrer Gegenseite hälften. der eine zu den Durchmessern senk- 


recht, und der andere denselben parallel. Daraus ergeben sich folgende Sätze: 
31 * 
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Nimmt man in einer gegebenen Parabel irgend ein Dreieck abe an, 
und zieht durch dessen Ecken drei Gerade ad, bd, ed so. dass sie und die 
resp. Gegenseiten be, ac, ab mit den Parabeldurchmessern gleiche Gegen- 
winkel bilden. so treffen sich die drei Geraden jedesmal in irgend einem 
Punkte d der Parabel. durch welchen zugleich auch der dem Dreiecke abe 
umschriebene Kreis geht. Durch Umkehrung folgt: 

Liegen die Ecken eines vollständigen Vierecks abed in einem Kreise, 
so sind von den drei festen Paaren von Strahlen. welche die Winkel zwischen 
den drei Paar Gegenseilen häliten. drei und drei parallel, und zwar sind sie 
beziehlich den Axen (oder Durchmessern ) der dem Viereck umschriebenen 
beiden Farabeln parallel. so dass also diese Axen zu einander senkrecht sind 
wie jedes Strahlenpaar. Ferner findet noch ein bemerkenswerther Umstand 
statt: dass die beiden Parabelaxen einander im Schwerpunkt der vier Ecken 
des Vierecks schneiden: oder: der Schwerpunkt der je vier Punkte. welche 
eine gegebene Parabel mit irgend einem Kreise gemein hat. fällt immer in 
die Parabelaxe. Auch wenn von den vier Punkten zwei. oder alle vier 
imaginär sind. besteht der Satz gleicherweise: der Schwerpunkt bleibt reell 
und ist geometrisch zu bestimmen. Insbesondere folgt daraus: 

Osculirt ein Kreis die Parabel im Punkte « und schneidet sie nächst- 
dem im Punkte 5b, so wird die Sehne ab von der Parabelaxe stets im ersten 
Viertelspunkte e von a aus geschnitten, so dass ae = %eb ist: oder: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte «a der Parabei diejenige Sehne 
ab, welche die Axe unter ‚gleichem Winkel schneidet. wie die zugehörige 
Tangente. so ist die Sehne allemal viermal so lang. als die bis an die Axe 
senommene Tangente. oder. so wird die Sehne von der Axe im ersten Vier- 
Ielspunkte geschnitten. Es folgt weiter: 

Befindet sich unter den Gliedern eines Kegelschnittbüschels ein Kreis, 
mögen übrigens von den Grundpunkten des Büschels alle vier. oder nur zwei, 
oder gar keiner reell sein. so sind die Axen sämmtlicher kegelschnitte in 
zwei Abtheilungen parallel. und zwar beziehlich den Axen der zwei zum 
Büschel gehörigen Parabeln parallel; und die Mittelpunkte aller Kegelschnitie 
liegen in einer gleichseitigen Hyperbel. welche die Axen der beiden Parabeln 
zu Asvmptoten hat. Sind alle vier Grundpunkte reell. so sind die drei Paar 
(vegenseiten des durch sie bestimmten Vierecks als specielle Glieder des 
Büschels anzusehen. so wie die ihre Winkel hälltenden Strahlen als ihre 


Axen. was mit dem \orstehenden stimmt: die Gegenseilen heissen conjugirle 
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semeinschaftliche Sehnen der Kegelschnitte; sind zwei oder vier Grundpunkte 
imaginär, so bleibt immer ein Paar conjugirter Sehnen reell. 

Sind ab und cd ein Paar conjugirter gemeinschaftlicher Sehnen eines 
Kreises und irgend eines anderen Kegelschnittes, so bilden sie mil jeder Axe 
des letzteren ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie in der Axe 
liegt: und denkt man sich den ganzen Kreisbüschel. welcher mit dem Kegel- 
schnitt die erste Sehne ab gemein hat. so müssen demzufolge alle zweiten 
Sehnen ed unter sich parallel sein. was der oben citirle Satz von Poncelet 
ist. Wenn insbesondere ab Tangente des Kegelschnilts ist, diesen etwa in a 
berührt. so ist es danach leicht unter den Kreisen denjenigen zu beslimmen. 
welcher den Kegelschnitt in « osculirt: nämlich man zieht aus a diejenige 
Sehne ad, welche die eine oder die andere Axe des Kkegelschnitts unter 
gleichem Winkel schneidet wie die Tangente. so liegt ihr anderer Endpunkt 


d im verlangten Kreise. 


v1. 

Die bisherige Betrachtung ist nur ein interessanter specieller Fall einer 
allgemeinen Auflassung. welche hier kurz angedeutet werden mag. Nämlich 
zunächst bleiben alle Sätze unverändert, wenn die Kreise durch irgend welche 
ähnliche und ähnlich gelegene Kegelschnitte ersetzt werden. Sodann ist auch 
dies nur ein specieller Fall der folgenden Betrachtung: 

Zieht man in einer Ebene durch einen Punkt m drei Gerade a«, bP, ey 
beliebige, schneidet dieselben mit einer vierten Geraden M beziehlich in den 
Punkten abc, und bestimmt sodann ihre Endpunkte a und «, b und 9, e und y 
so. dass die je vier Punkte amea,. bmjb, emyc harmonisch sind, (gleichviel 
ob m oder a zwischen a und « etc. liege) so liegen die sechs Endpunkte 
allemal in irgend einem Kegelschnitte abeapy = m, ın Bezug aul welchen 
der Punkt nmı und die Gerade M sich als Pol und Polare entsprechen. Und 
lerner: Wählt man auf der Geraden M ein Paar Punkte r und s beliebig. 
jedoch beide reell oder beide imaginär. so schneiden sich sowohl die vier 
Kegelschnitte rsabe, rsapy, rsbyo, rsca/5 in einem Punkte d als auch die vier 
Kegelschnitle rso/py, rsabe, rspca, rsyab in einem Punkte d, und beide Punkte 
liegen im vorgenannten Kegelschniti » , und die durch sie gelegte Gerade 
dd geht durch den Punkt ım. und wird von der Geraden M in einem Punkte 


so geschnilien. dass dmodvd vier harmonische Punkle sind. Und umgekehrt: 


Sind in einer Ebene ein Kegelschnitt m’ und irgend zwei Punkte r und s 

















246 Steiner, geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 





gegeben. und man zieht durch den Pol u der durch die Punkte gehenden 
(reraden rs drei beliebige Sehnen a«, bP, cy des Kegelschnitts, legt sodann 
durch je drei Endpunkte verschiedener Sehnen und durch die zwei gege- 
benen Punkte einen Kegelschnitt, was im Ganzen acht Kegelschnitte giebt, so 
schneiden sich dieselben zu vier und vier in zwei Punkten d und d, welche 
im gegebenen Kegelschnitte liegen und zwar die Endpunkte einer vierten 
durch denselben Pol ım gehenden Sehne sind. Von solchen vier Sehnen ist 
jede gleieherweise durch die anderen drei bestimmt. 

Dieser Satz lässt sich noch mehrfach umkehren und anders aussprechen, 
und gewährt wie der beschränktere in I. zahlreiche Folgerungen. 

Beachtet man z. B. von den acht Kegelschnitten nur die beiden rsabe = A’ 
und rsca® = B’, und lässt den Endpunkt e sich ändern, während die Sehnen 
ac, bP sowie die gegebenen Elemente fest bleiben. so kann man sagen: 
Gehen zwei Kegelschnitte A’, B° beziehlich durch rsab, rs« und zudem beide 
noch durch irgend einen Punkt e des gegebenen Kegelschnittes m’, so liegt 
auch ihr vierter Schnittpunkt d stets in diesem Kegelschnitt. Oder: Jeder 
durch rsab gehende Kegelschnitt A’ schneidet den gegebenen Kegelschnitt m’ 
in zwei solchen Punkten e und d, welche mit den vier Punkten rs«? in 
irgend einem Kegelschnitt B° liegen. Da aber vermöge der erwähnten har- 
monischen Eigenschaft die Sehne ab und « sowohl als a5 und ba sich auf 
der Geraden M (=rs) schneiden, etwa beziehlich in den Punkten p und g, 
so kann man auch sagen: 

Sind a und «, b und ?, p und g die drei Paar Gegenecken irgend 
eines „egebenen vollständigen Vierseits. und man nimmt in einer der drei 
Diagonalen. etwa in pq zwei Punkte rs willkürlich an, so haben die drei 
Vierecke rsab, rs@P, aba, so wie auch die drei Vierecke rsaP, rsba, abo? 
die Eigenschaft, dass jede zwei Kegelschnitte, die je zweien derselben be- 
ziehlich umschrieben sind, sich in zwei solchen neuen Punkten e und d schneiden, 
durch welche allemal auch ein dem dritten Viereck umschriebener Kegel- 
schnitt geht: oder dass jede drei den Vierecken resp. umschriebene und 
durch irgend einen eegeebenen Punkt ce gehende Kegelschnitte. immer noch 
einen bestimmten anderen Punkt d gemein haben. Oder, was im Grunde 
dasselbe ist: Ist ein beliebiges Dreieck amb gegeben. und man bestimmt in 


zwei Seiten desselben etwa in ma und mb in jeder irgend ein Paar zu ihren 


Endpunkten zugeordnete harmonische Punkte, resp. a, « und db, 5, und nimmt 


in der dritien Seite ab ein Paar Punkte rs willkürlich an. so haben die zwei- 
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.) 


mal drei Vierecke rsab, rsa@/?, aba und rsaß, rsba, abe? die nämliche ge- 
nannte Eigenschaft. 

Wenn vorhin. wo der Kegelschnitt m’ gegeben. die Sehne b> der 
Sehne ae unendlich nahe rückt, so folgt: 

(iehen zwei Kegelschnitte A’ und 5° durch die gegebenen Punkte r 
und s,. so wie durch irgend einen Punkt e des gegebenen Kegelschnittes m‘, 
und berühren sie diesen beziehlich in den Endpunkten a, « irgend einer 
durch den Pol m der Geraden rs gehenden Sehne «a«, so fällt ihr vierter 
Schnittpunkt d stets in den gegebenen Kegelschnitt. Da die Tangenten in den 
Berührungspunkten a, « sich in irgend einem Punkte p auf der gegebenen 
Geraden rs treffen. so folgt umgekehrt: 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte A’, B’ gegeben. und man legt aus 
irgend einem Punkte p eine ihrer gemeinschaftlichen Sehnen, etwa rs, an 
jeden eine Tangente. die sie beziehlich in den Punkten « und « berühren. 
so giebt es allemal einen dritten Kegelschnitt m’. welcher sie in denselben 
Punkten berührt. und zudem durch ihre anderen beiden vemeinschaftlichen 
Punkte e und d geht. 

Wenn im obigen Falle die drei durch den Pol m gehenden Sehnen 
aa, bP, cy des gegebenen Kegelschnitts m’ einander unendlich nahe rücken. 
so dass die Endpunkte 5 und e als mit a, 5 und y als mit « vereint anzu- 
sehen. so wird der Kegelschnitt m’ von dem Kegelschnitte A’ osculirt. und 
vom Kegelschnitte B° in « berührt, und in «@ geschnitten. und nebstdem gehen 
alle Kegelschnitte noch durch einen und denselben Punkt d. Hieraus ergiebt 
sich die Lösung der Aufgabe: Sind ein Kegelschnitt m‘. in demselben irgend 
ein Punkt « und nebstdem zwei beliebige Punkte r, s gegeben. so soll der- 
jenige Kegelschnitt A’ gefunden werden, welcher durch die drei Punkte geht. 
und im ersten Punkte den gegebenen Kegelschnitt oseulirt. Nämlich man 
eonstruirt zuerst den der Geraden rs in Bezug auf den Kegelschnitt en!- 
sprechenden Pol nt, zieht durch ihn aus dem gegebenen Punkte @ die Sehne 
ac, legt sodann durch rsa« denjenigen Kegelschnitt 3’, welcher den gege- 
benen in « berührt, so wird er ihn noch in irgend einem andern Punkte d 
schneiden; endlich legt man durch d und rsa denjenigen Kegelschnitt. welcher 
den gegebenen in a berührt. so osculirt er ihn daselbst und ist der verlangte 
Kegelschnitt A. (Der Punkt d kann übrigens noch einfacher gefunden wer- 


den. indem man die Geraden ra, sa zieht. die den Keeelschnitt m’ zum 


zweiten Male. etwa in e, f schneiden. ferner die Gerade ef, die der Geraden 
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rs etwa in qg begegnet. so trifft die Gerade ga den Kegelschnitt m’ im 
Punkt d.) 

Ireend drei Punkte a. b. e des eeoebenen Keevelschnittes m’ und die 
Tangenten A, B, C in denselben bestimmen ein Paar zusammengehörige ein- 
und umschriebene Dreiecke abe und a,b,c, (= Dreiseit ABC), deren einander- 
gegenüberstehende Seiten ab und € (=a,b,) ae und B, be und A sich in drei 
Punkten », v, w einer Geraden M schneiden. und durch deren entsprechende 
Ecken e und e,. b und b,. a und a, drei sich in einem Punkte m treilende 
Geraden U, V, W gehen, welche beziehlich die Polaren jener Punkte sind, 
so wie auch m der Pol der Geraden M ist. Die drei (reraden schneiden den 
Kegelschnitt zum zweiten Mal in drei Punkten y, 9. «, welche mit den zu- 
sehörigen Tangenten gleicherweise ein Paar zusammengehörige Dreiecke ey, 
%/?,y, bestimmen. deren entsprechende Seiten sich in denselben Punkten x, 
vr, w auf der Geraden M schneiden. und deren entsprechende Ecken in den 
nämlichen durch den Punkt m „ehenden drei Geraden U, V, W liegen. 

Auf diese Weise gehört also zu jedem dem Kegelschnitt m’ einge- 
schriebenen Dreieck abe ein bestimmter Pol m nebst dessen Polaren M, aber 
nicht umgekehrt, denn sind m und M vegeben, so sehören sie in diesem Sinne 
nicht allein zu dem einen Dreieck abe und seinem Gegendreieck 0/y (nebst 
den zugehörigen umschriebenen Dreiecken a,b,c,. %,,y,). sondern sie gehö- 
ren zugleich zu unendlich vielen solchen Dreieckspaaren. welche insgesammt 


a 


[oloeende Eieenschaften haben: 

Zu jedem Pol m und zu seiner Polaren M rücksichtlich des gegebe- 
nen Keeelschnitts m’ vehören im angeoebenen Sinne eine Schaar dem Kegel- 
schnitte eingeschriebener Dreiecke abe, jeder Punkt des Kegelschnittes ist Ecke 
eines solehen Dreieckes. aber nur eines einzieen. Die sämmtlichen Dreiecke 
sind zugleich einem bestimmten anderen Kegelschnitte m», umschrieben. welcher 
den veeebenen in zwei auf der Geraden M lieeenden Punkten berührt. so 
dass diese Gerade die (reelle oder ideelle) Berührungssehne beider Kegel- 
sehnitte ist. Liegt der Pol m innerhalb des gevebenen Kegelschnittes, so sind 
die Berührungspunkte imaginär. also M die ideelle Berührungssehne der Kegel- 
schnitte. aber in diesem Falle sind alle Theile jedes Dreieckes reell; lieg! 
hineeren der Pol nt ausserhalb der Keselschnitte. so berühren sich diese reell, 
und M schneidet sie in beiden Berührungspunkten. aber alsdann ist von jedem 
Dreieck nur eine Ecke und deren Gegenseite reell. dapegen die andern Ecken 


Hieraus folgt noch für die Hyperbel. dass bei den ihr 


und Seiten imaeinär. 
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eingeschriebenen Dreiecken vom grössten Inhalt gleicherweise nur je eine Ecke 
und deren Gegenseite reell. dagegen die zwei andern Ecken und Seiten ima- 
ginär sind. Die reellen Seiten berühren sämmtlich eine zweite Hvperbel. 
welche die gegebene umschliesst. mit ihr die Asvmploten gemein, aber nur 
halb so grosse Axen als dieselbe hat.) Die Seiten jedes Dreiecks ab, ac, be 
werden von dem zweiten Kegelschnitt m; in denjenigen Punkten «,. v,. w, 
berührt, in welchen sie von den correspondirenden Geraden U, V, W seschnit- 
ten werden, so dass also der Berührungspunkt jeder Seite und ihr Schnitt mit 
der Geraden M zu ihren Endpunkten zugeordnet harmonisch sind. d. h. vau,b. 
vav,c, wbw,ec sind je vier harmonische Punkte; oder die Berührungspunkte 
sind auch in den Geraden U, WV, W harmonisch bestimmt. nämlich werden 
diese von der Geraden M in c, b, a geschnitten, so sind cma,y, bime,/?, amım,e 
je vier harmonische Punkte. Die den Dreiecken abe zugehörigen umschrie- 
benen Dreiecke a,b,c, sind insgesammt einem dritten Kegelschnilt m! einee- 
schrieben. welcher sich mit den beiden ersten in den nämlichen zwei Punkten 
auf der Geraden M berührt. 

Nach diesen Angaben ist nunmehr dasjenige Dreieck abe, welches 
einen gegebenen Punkt. etwa a zur Ecke hat, leicht zu finden. Nämlich man 
legt in a an den gegebenen Kegelschnitt m die Tangente A, construirt zu 


- 


ihrem Schnittpunkte © mit der gegebenen Geraden M die Polare W, welche 
durch den Pol m geht. den Kegelschnitt zum zweiten Male in « und die Ge- 
rade M in a schneidet, sucht sodann zu den drei Punkt ame den vierten. a 
zugeordneten harmonischen Punkt w,. so schneidet die Gerade wır, den Ke- 
selschnitt in den beiden andern Ecken be des verlangten Dreiecks. 


vn. 

Wählt man in der gegebenen Geraden M zwei Punkte r, s beliebig. 
so bestimmen sie mit den Ecken jedes der genannten Dreiecke abe je einen 
Kegelschnitt (D°), welcher den gegebenen Kegelschnitt m’ noch in einem vier- 
ten Punkte d schneidet. und sodann giebt es allemal drei Kegelschnitte A‘. 
B’, ©’, welche sämmtlich durch die drei Punkte rsd gehen und einzeln den 
gegebenen Kegelschnitt in den Ecken des Dreiecks abe osculiren. Oder: 
Fixirt man eines der genannten Dreiecke abe nebst irgend einem vierten 
Punkte d des gegebenen Kegelschnitts m’, so schneiden die drei Kegelschnitt- 
büschel B(A°). B(B*), B(C’), welche durch d gehen. und den gegebenen 


Kegelschnitt beziehlich in a, b, e oseuliren, die gegebene (rerade M im näm- 
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lichen Punktsystem (Involution), d. h. durch die Punkte r und s, in welchen 
je ein Glied des einen Büschels die Gerade M schneidet, geht auch je ein 
Glied der beiden anderen Büschel, und im gleichen Punktsystem wird die Gerade 
M ferner auch von dem durch alle vier Punkte abed gehenden vierten Kegel- 
schnittbüchel B(D) geschnitten. 

Und umgekehrt: 

Sind irgend ein Kegelschnitt m’, in demselben irgend ein Punkt d, und 
nebstdem zwei willkürliche Punkte r, s gegeben, so giebt es im Allgemeinen 
drei reelle Kegelschnitte A’, B’, C°, welche durch die drei Punkte gehen und 
den gegebenen Kegelschnitt einzeln in drei Punkten a, b, ce osculiren und 
zwar liegen diese drei Punkte allemal mit den gegebenen in einem Keeel- 
schnitte D’; ferner sind die drei Osculationspunkte die Ecken eines dem ge- 
voeeebenen Kegelschnitte eingeschriebenen solchen Dreieckes abe, welches die 
dureh die Punkte rs gehende Gerade M zur zugehörigen Polaren hat, so dass 
seine Seiten und die Tangenten in den Gegenecken sich auf dieser Geraden 
schneiden. Bleiben die Punkte rs fest, während der Punkt d den gegebenen 
Keeelschnitt m’ durchläuft, so entsteht eine Schaar Dreiecke abe, welche sämmt- 
lich die Gerade M zur Polaren haben und welche alle einem neuen Kegel- 
schnitt =; umschrieben sind, der den gegebenen Kegelschnitt in zwei auf der 
Geraden M liegenden Punkten berührt. Dabei entspricht also jeden Punkt 
d ein bestimmtes Dreieck abe und auch umgekehrt. Aendern aber die Punkte 
r, s ihre Lage auf der festen Geraden M (wobei die Schaar der Dreiecke 
unverändert bleibt), so entspricht im Allgemeinen jedem Punkte d ein anderes 
Dreieck abe, als zuvor; bleibt insbesondere einem Punkte d dasselbe Dreieck 
entsprechend, so findet dasselbe für alle statt, und zwar tritt dieser Fall 
dann ein, wenn das neue Punktenpaar mit dem ersten zu dem Punktsystem 
cehört. in welchem die Gerade M von dem Kegelschnittbüschel B(D’) der 
durch irgend einen Punkt d und die Ecken des ihm zuvor entsprechenden 
Dreiecks abe geht, geschnitten wird. 

Sind die Punkte vr, s und d gegeben, so ist das entsprechende Dreieck 
abe, in dessen Ecken der gegebene Kegelschnitt m’ von den genannten drei 
Kegelschnitten A’, B’, C° osculirt wird, wie folgt zu bestimmen: Durch den 
Pol m der Geraden M(=rs) ziehe man die Gerade dur, die den gegebenen 
Kegelschnitt m’ zum zweiten Male ın d und die Gerade M in d schneidet, 
und nehme auf ihr den Punkt % so an. dass dıuıhd vier harmonische Punkte 


sind (dieser Punkt % liegt allemal in dem oben erwähnten Kegelschnitte m,). 
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Ferner suche man auf der Geraden M dasjenige Paar Punkte x und y, welche 
einerseits zu den Punkten vr, s zugeordnet harmonisch (also r.rsy harmonisch) 
und andrerseits zugleich conjugirte Pole in Bezug auf den gegebenen Kegel- 
schnitt sind (so dass die Polare X von x durch y, und die Polare Y von y durch 
x geht), und ziehe sodann die Geraden hx und Ay; so giebt es einen Kegel- 
schnitt A’,. welcher diese Gerade in den Punkten x und y berührt. zudem 
durch die Punkte m und Öd seht. und welcher den vegebenen Keeelschnitt 
ausser in d in den Ecken des gesuchten Dreiecks abe schneidet. Beachtel 
man in der Geraden M alle Paare conjugirter Pole x und y in Bezug auf 
den zegebenen Keeelschnitt m’ und zieht durch jedes Paar aus demselben 
Punkte kA die Geraden hr und Ay, denen je ein Kegelschnitt A’ entspricht. so 
entsteht eine Schaar Kegelschnitte h’,. welche die Punkte m. Ö gemein haben. 
und welche den vegebenen Keeelschnitt einzeln in den Ecken der voree- 


nannten Dreiecke schneiden. WU. s. w. 


IX. 


Schliesslich ist zu bemerken. dass auch die vorstehende Betrachtune 
selbst nur ein specieller Fall einer allgemeinen ist, wobei statt des Kegel- 
schnittes und der Geraden eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkte 
zu Grunde gelegt wird. 

Einer Curve dritten Grades m’, welche einen Doppelpunkt d hat, sind un- 
endlich viele vollständige Vierseite eingeschrieben, jede beliebige Gerade ist Seite 
eines solchen Vierseits, aber nur eines einzigen. Wir wollen jedes solches Vier- 
seit durch S*, seine drei Paar Gegenecken durch a und «, b und 9, e und y 
bezeichnen, und annehmen, es liegen die drei Ecken abe, a/y, bay, cap in je 
einer Seite; alsdann enthält das Vierseit die vier Dreiecke «y, «abe, ca, yab. 
In den drei Ecken jedes solchen Dreiecks wird die Curve von irgend einem 
Kegelschnitte berührt; und umgekehrt, jeder der Curve eingeschriebene Ke- 
gelschnitt berührt sie in den Ecken eines solchen Dreiecks, und das zugehörige 
Vierseit S* ist dadurch bestimmt. Die zwei Tangenten der Curve in einem 
Paar Gegenecken je eines Vierseils treffen sich in irgend einem dritten Punkte 
der Curve; umgekehrt gehen durch jeden Punkt der Curve nur je zwei Tan- 
senten, welche sie anderwärts berühren, aber die beiden Berührungspunkte 
sind Gegenecken von unendlich vielen Vierseiten S". 

Wählt man in der gegebenen Curve m’ zwei Puncte r, s beliebig. 


legt durch sie und beziehlich die Ecken der vier Dreiecke «/y, «be, Pac, yab 
32° 
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irgend eines eingeschriebenen Vierseits S’ vier Kegelschniite, so treffen sich 
diese allemal in einem Punkte Öd der gegebenen Curve, und zwar bleibt dieser 
Punkt für alle Vierseite der nämliche; und legt man ferner durch die Punkte 
r, s und durch den Doppelpunet d der Curve und beziehlich durch die drei 
Paar Gegenecken a und «, b und 5, e und y je eines eingeschriebenen Vier- 
seits S5° drei Kegelschnitte drsa«, drsb , drsey, so schneiden sich diese in 
irgend einem (nicht in der Curve liegenden ) Punkte m, der gleichfalls für 
alle Vierseite derselbe bleibt, oder legt man durch die drei festen Punkte r, s 
und d und beziehlich durch je zwei solche Punkte der Curve, deren zuge- 
höriee Tangenten sich in einem dritten Punkte derselben schneiden, je einen 
Kevelschnitt. so schneiden sich diese Kegelschnitte insgesammt in einem vier- 
ten Punkte m. Die den angenommenen Punkten r und s solchergestalt eni- 
sprechenden zwei Punkte d und m liegen allemal mit dem Doppelpunkt d in 
einer Geraden, welche von der Geraden rs im vierten harmonischen Punkte ı 
eeschnillen wird, nämlich so dass dmdu harmonisch liegen. Legt man aus 
dem Punkt r die beiden Tangenten, elwa rr und rr, an die Curve, und zieht 
aus demselben die Strahlen rd und rm, so sind rd, rı. rm, rt, vier harmo- 
nische Strahlen; gleicherweise sind die Tangenten so und so, und die Strahlen 
sd, sm aus dem Punkte s zugeordnet harmonisch. Danach sind also die Strah- 
len rm und sm durch die jedesmaligen drei übrigen zu finden, und durch sie 
findet man den Punkt m; sodann wird durch die drei Puncte d, « und m auch 
der Punkt d gefunden, als vierter, d zugeordneter harmonischer Punkt; oder 
ö ist der einzige Schnittpunkt der Geraden dm mit der Curve ausser d. Fer- 
ner ist der Punkt d auch dadurch bestimmt, dass die Curve von einem Kegel- 
schnitte in r, s und d berührt wird, oder wenn / der dritte Schnitt der Ge- 
raden rs mit der Curve ist. dass die Tangenten in f und d die Curve im 
nämlichen Punkte schneiden. Sind r, r, und o, 6, die Berührungspunkte der 
aus r und s an die Curve gelegten Tangenten, so haben die Kegelschnitte 
drsir, und drsoo, den Punct m zu ihrem vierten Schnittpunkt. Hat man auf 
die eine oder andere Art den zu den gegebenen Punkten r, s gehörigen Punkt 
n. sefunden, so kann man umgekehrt sagen: Jeder durch die vier Punkte d, r, 
s, m gehende Ke&elschnitt schneidet die Curve m’ noch in je zwei solchen 
Punkten, deren zugehörige 'Tangenten sich in irgend einem dritten Punkte der 


Curve trellen. 
Wird nebst den Punkten r, s noch ein beliebiger dritter Punkt # in 


der gegebenen Curve m’ angenommen, so giebt es im Allgemeinen drei reelle 








Pi 

















Steiner, geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 253 


Keeelschnitte, welche durch die drei Punkte gehen, und die Curve in irgend 
drei anderen Punkten, etwa a, b, ce beziehlich oseuliren, und zwar liegen diese 
drei Punkte allemal zusammen in irgend einem Kegelschnilte. Legt man 
durch den Doppelpunkt d und durch zwei der drei angenommenen Punkte r. 
s und £, etwa durch r und s das Paar Kegelschnilte A’ und A,. wovon der 
erste durch be geht, und der andere die Curve m’ in a berührt, so berühren 
sich dieselben im Punkte d: und legi man ebenso durch die drei festen Punkte 
drs die zwei Paar Kegelschnitte 5’ und B). C’ und C,. wovon 5’ und Ü be- 
ziehlich durch die Punkte « und e, a und b gehen und 5). ©, die Curve 
beziehlich in 5, e berühren, so berühren sich dieselben gleichfalls im Punkte 
d. Bleiben die Punkte r, s fest, während der Punkt # die Curve m’ durch- 
läuft. so ändern sich gleichzeitig die drei Oseulationspunkte a. b, c, so wie 
auch die eben genannten drei Kegelschnitte A’, B’, C*, aber alle diese Kegel- 
schnitte umhüllen insgesammt eine neue Curve dritten Grades m,. welche mit 
der gegebenen die Punkte r und s, so wie den Doppelpunkt d und in diesem 
die beiden Tangenten gemein hat. Der Berührungspunkt jedes dieser um- 
hüllenden Kegelschnitte mit der Curve m, ist durch harmonische Eigenschaften 
bestimmt und zu finden. 

Anmerkung. In der bereits eitirten Abhandlung im 32°" Bd. dieses 
Journals finden sich Andeutungen, wie für ganz heliebige Curven dritten Gra- 
des sich die hier angegebenen Sätze gestalten. Hierher gehört auch noch. 
wie man leicht erkennt, folgender Satz: Sind ein vollständiges Vierseit S“ 
und irgend zwei Punkte r, s in einer Ebene beliebig gegeben, so schneiden 
sich die vier Kegelschnitte rsaPy, rsabe, rs?ca, rsyab allemal in irgend einem 
Punkte Ö, und jede durch die acht Punkte rsabe«/?y gelegte Curve dritten 
Grades geht gleichfalls durch den Punkt d. Ein specieller Fall hiervon findet 
sich in Gergonnes Annalen Bd. 19: Die den vier Dreiecken «/y, abe, Pac. 


yab umschriebenen Kreise schneiden sich in einem Punkte d. 


X. 
Wenn auch die am Anfange der vorhergehenden Betrachtung stehen- 
den elementaren Sätze durch Polarisiren sich nicht in solche andere umwandeln 
lassen, bei welchen den dortigen acht Kreisen wiederum Kreise entsprechen, 


so finden gleichwohl gewisse entgegenstehende Sätze statt, bei denen zwar 
die Kreise in viel grösserer Anzahl vorkommen, aber aus denen sich rück- 
sichtlich des zu Grunde gelegten Kegelschnittes analoge Folgerungen ziehen 
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lassen. wie dort. Der hier an die Spitze zu stellende Elementarsatz ist folgender: 

Sind in einer Ebene drei Paar parallele Gerade, A und A, B und 8. 
Ü und & gegeben, wovon jedes Paar für sich betrachtet, von einem und dem- 
selben Punkte m eleichweit absteht. so berühren alle sechs Geraden irgend 
einen Kegelschnitt m. welcher den Punkt m» zum Mittelpunkt hat. Fasst man 
zunächst die vier Dreiseite ABC, ABE. BEN. CAB ins Auge. und bezeichne! 
jeden der vier Kreise. welche dem ersten eingeschrieben sind, durch K’., 
ebenso jeden der vier Kreise, welche den übrigen Dreiseiten eingeschrieben 
sind. durch K7. K3. K,. so hat jeder der vier Kreise K°’ mit dem Kegel- 
schnitie m’ ausser A, B, Ü noch eine vierte Tangente D gemein. und sodann 
berührt diese Tangente allemal zugleich noch je einen der vier Kreise aus 
jeder der drei übrigen Gruppen K},. K;. K;. so dass also von den vier 
Gruppen von Kreisen im Ganzen vier mal vier, aus jeder Gruppe je einer. 
eine gemeinschaftliche Tangente D haben. welche zugleich auch den Kegel- 
schnitt m’ berührt. Gleicherweise haben die den vier Dreiseiten ABE, ABC, 
DBCA, CAB eingeschriebenen Gruppen von je vier Kreisen, zu vier und vier. 
je aus jeder Gruppe einer, eine gemeinschaftliche Tangente D,. die zugleich 
auch den Kegelschnitt m’ berührt. Jeder der vier Tangenten D entspricht 
eine der vier Tangenten D in der Art, dass sie parallel sind, und gleichweil 
vom Punkte m abstehen. 

Um hiebei diejenigen Kreise anzugeben, welche sich in der Hinsichi 
entsprechen, dass sie eine Tangente D (oder D) gemein haben, dienen fol- 
sende Merkmale. 

Die einem Dreiseit eingeschriebenen vier Kreise unterscheiden sich 
in einen innern und drei äussere, und die letztern unterscheiden sich näher 
dadurch, dass jeder unter einer bestimmten Seite liegt. 

- Fixirt man nun irgend zwei der erstgenannten vier Dreiseite, etwa 
ABC und ABC, welche die Gerade A gemein haben, so entspricht in jedem 
derselben der unter der Seite A liegende Kreis dem innern Kreis im andern 
Dreiseit, und sodann entsprechen sich die übrigen Kreise verwechselt, d. h. 
dem Kreise unter B entspricht der Kreis unter &, und der unter C entspricht 
dem unter B. Diese Regel gilt gleicherweise für je zwei zusammengehörige 
Dreiseile. 

Oder: bezeichnet man für einen Augenblick bloss den innnern Kreis 
im Dreiseit ABC durch K’, dagegen die unter den Seiten A, B, © liegenden 
Kreise beziehlich durch A’, B’, C?, ferner ebenso den innern Kreis im Drei- 
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seit ABE durch K; und die unter den Seiten A, ®, & liegenden durch A), 
B, &. so haben die Kreise A’ und K,, K’ und A,, B’ und &). €’ und 
je eine neue Tangente D mit dem Kegelschnitte m gemein. Und wenn man 
weiter auch die Kreise in den beiden Dreiseiten BAE und CAD gleicher- 
weise durch K?. B;. &. % und K;, CO, %. DB; bezeichnet. so haben die 
je vier Kreise ABC), KABE, RB. KKWDB,C mit dem Ke- 
selschnitt m’ eine Tangente D gemein. 

Dabei haben je zwei sich entsprechende Kreise irgend eine der sechs 
segebenen Geraden ABCADBE zur gemeinschaftlichen Tangente. und alsdann ist 
D allemal die derselben conjugirte gemeinschaftliche Tangente der Kreise, d.h. 
sie sind entweder die beiden äussern oder die beiden innern gemeinschaft- 
lichen Tangenten der letztern. Daher kann man im Einzelnen auch sagen: 

Haben zwei Dreiseite ABC und ABE die Gerade A gemein, und 
sind ihre übrigen Seiten beziehlich parallel, also die Dreiseite ähnlich, und man 
legt an jedes der vier Kreispaare K’ und A,. A und K,, B’ und &,, C und ®;. 
wovon jedes A zur gemeinschaftlichen Tangente hat, die dieser Tangente 
conjugirte gemeinschaftliche Tangente D, was vier verschiedene Gerade D 
giebt, so berühren diese vier Gerade und die Seiten beider Dreiseite zusam- 
men irgend einen Kegelschnitt m’, dessen Mittelpunkt m in derjenigen Geraden 
liegt, welche die Gegenecken der Seite A in beiden Dreiseiten verbindet. 


xl. 

Die Folgerungen aus diesem Satze sind noch zahlreicher als diejenigen 
aus dem Satze in I.. es mögen aber von denselben nur wenige hier Platz finden. 

Sieht man den Kegelschnitt m’ als gegeben an. bezeichnet die Be- 
rührungspunkte der sechs Tangenten AUBBCE durch aubprey und fasst etwa 
die beiden Dreiseite ABC und BAR ins Auge, deren Ecken beziehlich a,b,e; 
und b,«,y, heissen sollen, so sind zunächst folgende zwei Grenzfälle zu be- 
trachten: 

I) Bleiben die Tangenten A, B fest. also auch die ihnen parallelen 


U, 3 während die Tangente € sich A nähert, bis sie auf dieselbe fällt. und 


gleichzeitig auch & auf X. so reduciren sich die Kreise A’, B’ beide auf die 
Ecke c,. ebenso K;, b; auf die Ecke Y,. und die Kreise A, C’ berühren 
beide die Tangente A nebst dem Kegelschnitte m’ im Punkte a, und ebenso 
berühren die Kreise MA, &; die Tangente A und den Kegelschnitt im Punkte «. 


In diesem Falle sind aber die auf einander liegenden Seiten A und C, U und 
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GC nieht mehr zu unterscheiden, also auch nicht die unter ihnen liegenden 
Kreise A’ und ©’, W und &; indessen sind die letztern dadurch zu erkennen. 
dass je nachdem die beiden Berührungspunkte a, «& auf gleichen oder auf ent- 
gegengeselzten Seiten der Tangente B liegen, dann auch die sich entsprechen- 
den Kreise A’ und &. C’ und %W beziehlich auf gleicher oder auf entgegen- 
sesetzter Seite in Rücksicht der parallelen Tangenten A, A liegen; und zwar 
findet das Eine oder das Andere statt, je nachdem der Kegelschnitt Ellipse 
oder Hyperbel ist. 

2) Bleiben dagegen die Tangenten A, © fest, also auch A. &, während 
die Tangente 5 sich der A nähert, bis sie mit ihr zusammenfällt, so redueir! 
sich jeder der Kreise K”, C° auf die Ecke b,. und die Kreise A’, B’ be- 
rühren beide die Tangente A und den Kegelschnitt im Punkte a: zugleich 
werden andrerseits die Kreise B}, A; unendlich gross, und die Kreise K;. 
6; einander gleich. Auch in diesem Falle sind weder die Kreise A’ und D 


> 


noch X und 6 zu unterscheiden. indessen sind die sich entsprechenden 
Kreise BD’ und K;. A’ und &; dadurch bestimmt, dass sie in Bezug auf die 
sich kreuzenden Geraden A und ©, UA und & entweder in einander entspre- 
chenden oder nicht entsprechenden Winkeln (AC) und (AG). oder wofern die 
Winkel nicht gerade Rechte sind, in gleichen oder ungleichen Winkeln liegen. 
je nachdem der Berührungspunkt @ rücksichtlich des Parallelogramms ACAC 
beziehlich in der eigentlichen Seite A oder in ihrer Verlängerung liegt, oder 
je nachdem der Kegelschnitt m’ Ellipse oder Hyperbel ist. 

Also auch umgekehrt: 

1°) Legt man an einen gegebenen Kegelschnitt m’ irgend zwei pa- 
rallele Tangenten A, U, so wie eine beliebige dritte Tangente B, berühren 
ihn die erstern in den Punkten @ und «, und man beschreibt diejenigen vier 
Kreise, A’ und C°, WA} und &, wovon die zwei ersten die A im Punkte a, 
die zwei andern die X im Punkte ©, und zudem alle vier die B berühren, 
so hat, bei gehöriger Annahme, jedes der beiden Kreispaare A’ und &, © 
und 2% mit dem Kegelschnitte eine neue Tangente D gemein, wofern jedes 
Paar, in Rücksicht der parallelen Tangenten A und A entweder gleichliegend 
oder ungleichliegend ist. je nachdem die Punkte a und «& beziehlich auf gleichen 
oder auf verschiedenen Seiten der Tangente B liegen. — Oder: Sind zwei 
parallele Gerade A und U, in jeder irgend ein Punkt a und «, so wie eine 
sie schneidende beliebige dritte Gerade B gegeben. und man beschreibt die- 


jenigen vier Kreise, von denen zwei die A im Punkte a, die zwei andern 
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die X im Punkte & und zudem alle vier die Gerade BP berühren. und lee! 
sodann, je nachdem die Punkte a, « auf gleicher oder auf verschiedenen 
Seiten von B liegen, beziehlich an je zwei auf gleicher oder auf ungleichen 
Seiten der Parallelen A, 9 liegenden nicht zusammengehörigen Kreise die 
der B conjugirte gemeinschaftliche Tangente D, was zwei D giebt. so gieht 
es allemal irgend einen Kegelschnitt m’, welcher A und X in den gegebenen 
Punkten a und «@, und nebstdem auch PB so wie die beiden D berührt. 
Oder: Legt man an zwei gegebene Kreise (etwa A’, &;) ein paar conjugirte 
gemeinschaftliche Tangenten B und D, so wie irgend ein Paar parallele Tan- 
senten A und U, an jeden eine, die sie in den Punkten a und & berühren. 
so giebt es jedesmal einen Kegelschnitt. welcher die Kreise in diesen Punkten 
a, @ und nebstdem auch die beiden gemeinschaftlichen Tangenten berührt. 
2°) Ist einem gegebenen Kegelschnitte irgend ein Parallelogramm 
ACAGE umschrieben, ist « der Berührungspunkt der Seite A, und man be- 
schreibt diejenigen zwei Kreise A’ und 5’, welche A im Punkte a und zu- 
dem auch € berühren, so wie ferner diejenigen zwei Kreise A, und ©. 
welche die drei Seiten AA& berühren. so hat jedes der beiden Kreispaare 
A’ und 6}. B* und K? mit dem Kegelschnitte eine neue Tangente D gemein, 
wofern nämlich diese Paare rücksichtlich der sich kreuzenden Geraden A und 
C, A und & in einander entsprechenden oder nicht entsprechenden Winkeln 
liegen, d. h. jenachdem der Kegelschnitt beziehlich Ellipse oder Hyperbel ist. 
Auch dieser Satz kann noch auf zwei Arten umgekehrt werden. wie der vorige. 


XI 

Lässt man nun weiter im ersten Falle (1) oder 1°)) die Tangente B der 
festen Tangente A sich nähern, bis sie mit ihr zusammenfällt, so redueirt sich 
auch noch einer der Kreise A’ oder C, etwa C auf den Punkt a, wogegen 
der andere A’ den Kegelschnitt in diesem Punkte osculirt; zugleich wird der 
dem Kreise C° entsprechende Kreis W° unendlich gross, nämlich er zerfälli 
in die Geraden X und @,. während der Kreis C° immerhin. wie zuvor. die 
Tangente A sammt dem Kegelschnitt im Punkte « berührt: dabei behalten die 
Kreise A’ und &° mit dem Kegelschnitte die vorgenannte Tangente D vemein. 
Daraus ergiebt sich also ein dem obigen analoges Verfahren, den Krümmungs- 
kreis des Kegelschnittes in irgend einem gegebenen Punkte a desselben zu 
finden. Nämlich: man lege im gegebenen Punkt a und im anderen Endpunkt 
ce des durch ihn gehenden Durchmessers Tangenten A, A an den Kegelschnitt. 
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beschreibe hierauf den Kreis, welcher die Tangente X im Punkte « und zu- 
oleich auch die Tangente A berührt, so hat derselbe noch irgend eine vierte 
Tangente D mit dem Kegelschnitte gemein, und beschreibe sodann denjenigen 
Kreis. welcher die Tangente D und nebstdem die Gerade A im Punkie «a 
berührt, so osculirt er hier den Kegelschnitt, und ist der verlangte Krüm- 
mungskreis. 

Und umgekehrt: Sind A und D zwei conjugirte gemeinschaftliche 
Tangenten zweier gegebenen Kreise A’ und W, berührt A den ersten Kreis 
in a, und man legt an den zweiten Kreis die mit A parallele Tangente, 
welche ihn in « berührt, und beschreibt sodann den Kegelschnitt, welcher die 
Kreise in den genannten Punkten a, « und zudem auch noch die Gerade D 
berührt. so osculirt derselbe den Kreis A’ im Punkte «. Der Kegelschnitt 
ist Ellipse oder Hyperbel, je nachdem A und D äussere oder innere gemein- 
schaftliche Tangenten der Kreise sind. 


AM. 


Einem beliebigen Kegelschnitte können insbesondere solche Dreiecke 
umschrieben sein, deren Seiten von ihm und von drei dem Dreieck einge- 
schriebenen Kreisen in den nämlichen Punkten berührt werden. Und ist um- 
gekehrt ein beliebiges Dreiseit gegeben, so giebt es vier ihm eingeschriebene 
Kegelschnitte, welche seine Seiten mit je drei der ihm eingeschriebenen vier 
Kreise in den gleichen Punkten berühren. Behalten wir die vorige Be- 
zeichnung der vier Kreise, die einem beliebigen Dreiseit ABC eingeschrieben 
sind. in gleichem Sinne rücksichtlich ihrer Lage bei und nehmen an, 


es werden die Seiten ABC 
vom Kreise K° in den Punkten k A, k, 
= - A’- _- - ad, 4; 
- - B- _- - bb, b, 
_ - Ü - - - C €, &% berührt. 
so berührt sie ein Kegelschnitt E’ in den Punkten a b, © 
- - H’- - - k c, b» 
_ _ H- - - ch a 
- - H - - - ba k.. 


und zwar ist von diesen vier Kegelschnitten. wie schon durch ihre Bezeich- 
nung angedeutet, der erste Ellipse und die drei andern sind Hyperbeln. Die 
Ellipse liegt innerhalb des Dreiseits; von jeder Hyperbel liegt ein Zweig in 
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einem Scheitelwinkel des Dreiseits und berührt dessen Schenkel. also die 
Verlängerungen der betreffenden beiden Seiten. der andere Zweig liegt unter 
der jedesmaligen dritten Seite und berührt sie. Um die je drei Punkte. in 
welchen die Seiten von einem der vier Kegelschnitte berührt werden. leich! 
und sicher zu erkennen, dient folgendes Merkmal: 

Die vier Punkte, in welchen jede Seite berührt wird. liegen paar- 
weise gleichweit von ihrer Mitte ab. Sind «, %. y die Mitten der Seiten 
A, B, C, so ist 
ok=oa und ob=caec; Pk, = Pb, und Pa, = Pe: yk»=ye, und ya, = yb.. 

(Geht man nun von den drei Berührungspunkten eines der Kreise aus. 
und nimmt diejenigen Punkte. weiche mit ihnen gleichweit von den Mitten 
abstehen. so hat man die drei Berührungspunkte eines der vier Kegelschnitte. 
so dass also in dieser Hinsicht jedem Kreis ein bestimmter Kegelschnitt eni- 
spricht, und zwar entsprechen sich 

K’ und E’, A’ und H’, Bb’ und H,. C’ und MH}. 

Aus dieser gegenseitigen Lage der Berührungspunkte, verbunden mit 
dem Umstande, dass die in den Mitten @, 5, y auf die Seiten errichteten 
Lothe sich im Mittelpunkt N des dem Dreiseite umschriebenen Kreises N 
treffen. folgt zugleich, dass auch die Normalen jedes Kegelschnittes in dessen 
drei Berührungspunkten sich in einem Punkte treffen müssen, welcher alle- 
mal mit dem Mittelpunkte des entsprechenden Kreises und mit dem Punkte N 
in einer Geraden liegt. und zwar jene beiden gleichweit von diesem ab- 
stehend. Werden die Mittelpunkte der Kreise A, A‘, B', C’ durch K,. A,. B,. ©, 
und die Treffpunkte der je drei Normalen der Kegelschnitte E‘, H’, H/. H: 
durch 84. %,. B,, E&, bezeichnet, so gehen also die vier Geraden K,St,. Au. 
BD,. 0,8, durch den Punkt N, und jede wird durch ihn gehälftet. Somit 
sind die Vierecke K,A,B,C, und &,A,B,&, gleich und haben N zum Sym- 
metralpunkt. Da jede der 12 Normalen zugleich auch zu je einem Kreise 
normal ist. so gehen sie zu drei durch die Mittelpunkte der Kreise, oder mit 
einem Worte: die Normalen fallen auf die 12 Geraden. welche die einander 
nicht entsprechenden Ecken der Vierecke paarweise verbinden. Diese 12 Ge- 
raden sind alle gleich lang, daher ist jede Ecke des einen Vierecks der 
Mittelpunkt des Kreises. welcher durch die drei ihr nicht entsprechenden 
Ecken des anderen Vierecks geht. und die auf diese Weise bestimmten 
8 Kreise sind gleich, und zwar ist ihr Radius dem Durchmesser des Kreises 


N° gleich. 
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Man bezeichne die Ecken des gegebenen Dreiseits ABC durch abe, 
nämlich so. dass die gleichnamigen Seiten und Ecken einander gegenüber- 
liegen. Die drei Paar Strahlen. welche die inneren und äusseren Winkel 
des Dreiecks hälften, und wovon jedes Paar sich rechtwinklig schneidet, sind 
die drei Paar Gesenseiten des vollständigen Vierecks A,B,C,K,, dessen Ecken 
die Mittelpunkte der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise sind. Die 
Strahlen bilden zu drei und drei vier Dreiecke A,B,C,, AuB, Ku. CA, A. 
B,C,K,. die alle dem Dreieck abe umschrieben und wovon jedes die Ecken 
des letzteren zu Fusspunkten seiner Höhen, sowie die jedesmalige vierte Ecke 
des Vierecks, beziehlich K,. C,. B,. A, zum Höhenschnitt hat. Jedem der 
vier Dreiecke kann demnach ein Kegelschnitt eingeschrieben werden, welcher 
seine Seiten in den Punkten abc berührt, und dessen Normalen in diesen Punk- 
ten auf die Höhen des jedesmaligen Dreiecks fallen. Wir wollen diese Kegel- 
schnitte, die zugleich alle dem Dreieck abe umschrieben sind, beziehlich durch 
6,9%. 8, 85 bezeichnen; sie sind der Bezeichnung gemäss eine Ellipse 
und drei Hyperbeln und entsprechen nach der Reihe den obigen Kegelschnit- 
ten E’, IH, H/, Hi zunächst in der Hinsicht, dass die beidseitigen Trefl- 
punkte der je drei Normalen einander entsprechende Ecken der sich gleichen 
Vierecke K,A,B,C, und R&,A,B,&, sind: so z. B. treffen sich die Normalen 


von & in K, und die von E’ in &.. 


XIV. 

Aus allen diesen Angaben folgt: das Dreieck abc (= Dreiseit ABC) 
hat in Bezug auf die ihm eingeschriebene Ellipse E° die Eigenschaft, dass 
die Normale der Ellipse im Berührungspunkte jeder Seite mit den beiden 
Strahlen. welche die der Seite anliegenden Aussenwinkel des Dreiecks hälfl- 
ten. in einem Punkte zusammentrifft (resp. in A,, B,, C,), so dass also das 
Dreieck zufolge eines früher publicirten Satzes unter allen der Ellipse um- 
schriebenen Dreiecken zu denen gehört, deren Umfang ein Minimum ist. 
Und in Bezug auf die ihm umschriebene Ellipse & hat das Dreieck die Eigen- 
schaft, dass die Normalen derselben in seinen Ecken seine Winkel hälften, 
so dass es daher unter allen dieser Ellipse eingeschriebenen Dreiecken zu 
denjenigen gehört, deren Umfang ein Maximum ist. Aus ähnlichen Gründen 
folet,. dass das Dreieck abc unter allen der Hyperbel umschriebenen Dreiecken 
zu denjenigen gehört. bei welchen die Differenz der Summe zweier Seiten 
B-+C und der dritten Seite A ein Maximum ist, und dass dasselbe unter allen 
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der Hyperbel $° eingeschriebenen Dreiecken zu denen gehört. bei denen 
dieselbe Differenz ein Minimum ist. Gleiche Beziehung hat das Dreieck so- 
wohl zu den Hyperbeln H/ und 9,. so wie zu den Hyperbeln H} und 9:. 
bei denen beziehlich die Differenzen A+ÜU—B und A+B-—C in Betracht 
kommen. Nämlich die Differenz wird so bestimmt: Jede der drei einge- 
schriebenen Hyperbeln H’, H,, H; berührt je zwei der Seiten des Dreiecks 
in ihren Verlängerungen und die dritte zwischen ihren Endpunkten, die 
Summe jener weniger dieser ist die zu beachtende Differenz. Und bei jeder 


1 N . 


der drei umschriebenen Hyperbeln ©, ©). ©; geht der eine Zweig durch 
zwei Ecken des Dreiecks, und der andere Zweig durch die dritte Ecke; die 
zwischen jenen zwei Ecken liegende Seite von der Summe der beiden an- 
deren Seiten abgezogen giebt die fragliche Differenz. 

Wenn nun aber das Dreick abc als der Ellipse E° umschrieben klein- 
sten Umfang, als der Ellipse &° eingeschrieben. grössten Umfang hat. so 
müssen die Ellipsen nothwendig confocal sein. und es giebt eine Schaar 
Dreiecke die ihnen gleicherweise beziehlich um- und eingeschrieben sind, und 
welche mit dem gegebenen Dreieck gleichen Umfang haben, der rücksichtlich 
der ersten Ellipse ein Minimum, rücksichtlich der zweiten hingegen ein Maxi- 
mum ist. Aus gleichen Gründen muss jedes der drei Paar Hyperbeln 4° und 
5°, H} und 9. H; und ©; confocal sein, und es giebt rücksichtlich jedes 
Paares eine Schaar Dreiecke, die ihnen in gleicher Art wie das gegebene 
um- und eingeschrieben sind. und deren Seiten in entsprechender Ordnung 
verbunden, dieselbe Differenz geben, wie die Seiten des gegebenen Dreiecks. 
und wo diese Dillerenz in Betracht der ersten Hvperbel ein Maximum, da- 
gegen in Betracht der zweiten ein Minimum ist. 

Anmerkung. Man vergleiche den Monatsbericht der Berl. Akademie 
vom April 1847 oder dieses Journal Bd. 37: Elementare Lösung einer geo- 
metrischen Aufgabe, und über einige damit in Beziehung stehende Eigenschaften 


der Kegelschnitte. 


AV. 


Die wesentlichsten Resultate. welche aus dieser Betrachtung hervor- 
sehen. sind, in etwas veränderter Ordnung, folgende: 

1) Ist ein beliebiges Dreieck abc oder Dreiseit ABC gegeben, so giebt 
es allemal vier Paare confocale Kegelschnitte, wovon der eine dem Dreieck 


y) 


ein- und der andere umgeschrieben ist; das eine Paar sind Ellipsen £’ und €, 
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die drei andern Paare sind Hyperbeln. H° und 9°, H} und $;. H} und 9). 
Rücksichtlich jedes Paares giebt es eine Schaar Dreiecke. zu denen das ge- 
gebene jedesmal mitgehört. welche demselben zugleich um- und eingeschrieben 
sind: bei dem Paar Ellipsen haben alle Dreiecke gleichen Umfang, und zwar 
ist derselbe in Bezug auf die eingeschriebene Ellipse E° ein Minimum und 
in Bezug auf die umgeschriebene &° ein Maximum. bei jedem Paar Hyperbeln 
haben alle Dreiecke gleiche Differenz zwischen der Summe zweier Seiten 
und der dritten Seite. und zwar ist diese Differenz in Betracht der einge- 
schriebenen Hyperbel ein Maximum und in Betracht der umschriebenen ein 
Minimum. 
2) Die vier eingeschriebenen Kegelschnitie E’, H’, H/, H; berühren 
die Seiten des Dreiecks abe mit den ihm eingeschriebenen vier Kreisen K‘, 
A’, B’, C° in den gleichen zwölf Punkten. Die drei Normalen jedes der 
vier Kegelschnitte in seinen drei Berührungspunkten treffen sich in einem 
Punkte, beziehlich in 8. Au. Bu, &,: alle zwölf Normalen anders combinirt 
treffen sich auch zu drei und drei in den Mittelpunkten K,, A,. B,. ©, der 
vier Kreise und zwischen den beidseitigen Treffpunkten sind alle zwölf Nor- 
malen gleich lang: daher ist jeder der letzteren vier Punkte der Mittelpunkt 
eines neuen Kreises, welcher durch je drei der ersteren vier Punkte geht. so 
wie jeder von diesen Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher durch je drei 
von jenen geht, und diese acht Kreise sind gleich. Zudem sind auch die 
Vierecke K,A.B,C, und K,A,B,&, gleich und haben den Mittelpunkt N des 
dem gegebenen Dreiecke umschriebenen Kreises N’ zum Symmetralpunkte, so 
dass die ihre entsprechenden Ecken verbindenden vier Geraden Ks, A,Av, 
BB. 0,8, durch diesen Punkt N gehen und durch ihn gehälftet werden: die 
drei Paar Gegenseiten jedes der beiden Vierecke schneiden einander recht- 
winklig, die des ersten schneiden sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks 
abc. die des anderen in den Ecken eines gleichen Dreiecks a,b,c,. das mit 
jenem in Bezug auf den Punkt N symmetrisch liegt: ferner schneidet jede 
der sechs Seiten des einen Vierecks je eine Seite des andern rechtwinklig. 
und der Schnittpunkt d und die sechs Ecken der beiden Dreiecke abe und 
a,b,c, liegen zusammen im Kreise N’, dessen Durchmesser dem Radius der 
genannten acht gleichen Kreise gleich ist. 
3) Die vier umschriebenen Kegelschnitte &, $°. 9}. ©: haben in den 
Ecken des Dreiecks abc die drei Paar Strahlen, welche die Winkel der- 
selben hälften, zu Tangenten und Normalen, so dass jede zwei Kegelschnitte 
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sich in je einer Ecke berühren und in den beiden anderen Ecken rechtwinklig 
schneiden. Die drei Normalen jedes der vier Kegelschnitte treffen sich in 
einem Punkte, beziehlich in den Mittelpunkten K,, Ay, D,, C, der dem Drei- 
eck eingeschriebenen vier Kreise; oder die drei Normalen eines jeden treffen 
sich in einem dieser vier Punkte, and jede Normale trifft mit den Tangenten in 
den beiden anderen Ecken in je einem der drei übrigen Punkte zusammen. 
4) Werden die Halbaxen jedes der vier Paare confocaler Kegel- 
schnitte in 1) durch a, b und «, 9 und die Excentricität durch e bezeichnet. 
so hat man für die Ellipsen E° und E° folgende zwei Gleichungen: 
7} 


) b) 7 > [64 
e—-b=-"-"=e und + — =1, 
a b 


durch welche jede der beiden Ellipsen bestimmt wird, wenn die andere ge- 
geben ist. Für den constanten Umfang « der Schaar Dreiecke, welche zu 


den Ellipsen gehören, findet man 





—=2 





HE a2 FR. 

Unter diesen Dreiecken hat dasjenige den grössten Inhalt, welches eine Ecke 
im Scheitel der grossen Axe der Ellipse EC’ hat, hingegen dasjenige den klein- 
sten Inhalt. von welchem eine Ecke im Scheitel der kleinen Axe liegt, und 


zwar ist das 








’ ER a— u 
Maximum = -(a+e) ya’ —b" = — Pe 
b f a— 
und das 
w a; = Ku TIE b+Pß 
Minimum = —- (b-+P) ya —b’= ———— @ e. 
Tg 
Für jedes der drei Paar confocale Hyperbeln hat man die zwei Gleichungen 
Y b) Y 79 Y [#4 3 
@+b=a+f=e und ie u 


und für die constante Differenz d rücksichtlich der Seiten der zugehörigen 
Schaar Dreiecke hat man 


b— — 
ee — 
a—d 


b.rg) 





a --4A 2 m» 
2 — W—P. 


d=2 





R 


9) Von den beiden gleichen Vierecken K,A,B,C, und R&,U,B,G, 
(in 2)) soll noch eine Eigenschaft erwähnt werden: 

Je zwei sich entsprechende Ecken beider Vierecke sind die Brenn- 
punkte eines Kegelschnittes. der den beiden Dreiecken eingeschrieben ist. 














264 Steiner, geometrische Betrachtungen und Lehrsätze. 





welche durch die beidseitigen übrigen drei Ecken der Vierecke bestimmt 





werden; die Hauptaxe des Kegelschnittes ist allemal ein Durchmesser des 





Kreises N, so dass alle vier Kegelschnitte mit diesem Kreise concentrisch 






sind. und jeder von ihm in den Scheiteln seiner Hauptaxe berührt wird. 
Nämlich die Ecken K, und K&, sind die Brennpunkte einer Ellipse, welche den 
Dreiecken A,B,C, und UB,G&, eingeschrieben ist. dagegen sind die Ecken- 
paare A, und U,. B, und B,. C, und &, die Brennpunkte dreier Hyperbeln, 









welche resp. den betreffenden je zwei Dreiecken eingeschrieben sind. 






Lässt man eine Ecke des anfänglich gegebenen Dreieckes abc, etwa a 






sich in's Unendlicehe entfernen. während die Seite A und ihre Endpunkte 





b und c fest bleiben. so werden die Seiten B und € parallel und von den 






eingeschriebenen vier Kreisen bleiben nur zwei, K° und A’, und ebenso von 


















den vier Paaren confocaler Kegelschnitte nur zwei Paar, nämlich E’ und &, 
H’ und © übrig. und zwar sind beide Paare in Parabeln übergegangen. 
Und noch mehr: die eingeschriebenen Parabeln E’, H° haben sich auf ihre 
Axen redueirt; die beiden umschriebenen Parabeln &, 9° schneiden sich in 





den Ecken b und c rechtwinklig, sie sind gleich, ihre Axen sind parallel, 
und zwar den Seiten 5 und € parallel, aber sie liegen verkehrt, erstrecken 
sich nach entgegengeseizten Seiten hin, ihre Brennpunkte liegen beziehlich in 
den Berührungspunkten a, % der Seite A mit den Kreisen A°® und K’, und 
ihre Leitlinien gehen durch die Mittelpunkte dieser Kreise. 

Also: Bei allen einer gegebenen Parabel eingeschriebenen Dreiecken 
von grösstem Umfange geht die eine Seite, A durch den Brennpunkt der 
Parabel und die beiden anderen Seiten, 5 und € sind der Axe parallel. 
Einer eigentlichen. nicht auf ihre Axe reducirten Parabel kann kein Dreieck 
umschrieben sein, dessen Umfang ein Minimum ist. 

Bemerkung. Sind zwei ungleichartige Kegelschnitte confocal, so 
kann niemals ein Dreieck dem einen um- und zugleich dem anderen einge- 
schrieben sein. Hingegen sind Vierecke auf diese Weise möglich. 

Sind eine Ellipse E° und eine Hyperbel 9° confocal, sind a und b, 
ce und / beziehlich ihre Halbaxen und e ihre Excentricität, so dass 


za En == a -r- $ = e 


und sollen Vierecke der Ellipse umschrieben werden können, welche zu- 
gleich der Hyperbel eingeschrieben sind. so muss zwischen den Axen folgende 


fernere Relation statthaben: 
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a a’ a b’ 
Per; und —— re 1 
oder 
=ala—b), F=bla—b 
und 
. & . 3 
a SE = 


Sollen dagegen die Vierecke der Ellipse ein- und der Hyperbel umge- 
schrieben sein, so muss sein: 
a=e(e+P), b’=eß, 
oder 
e' == — (—-b’), P= 
In beiden Fällen findet eine Schaar Vierecke statt: im ersten Falle 
sind dieselben convex. im anderen überschlagen. Im ersten Falle ist die 
Differenz d zwischen den Summen der Gegenseilen jedes Vierecks constant. 
und zwar ist dieselbe in Bezug auf den einen Kegelschnitt ein Maximum 
und in Bezug auf den anderen ein Minimum. Im anderen Falle ist der Um- 
fang der Vierecke constant, und auch rücksichtlich des einen Kegelschnittes 
ein Maximum und rücksichtlich des anderen ein Minimum. Für jene Differenz 
und diesen Umfang hat man: 
d=4a-b), 
und 
a=4le+P). 


XVl. 

Gleichwie im ersten Theile der vorliegenden Entwicklungen die an- 
fängliche Betrachtung später allgemeiner aufgefasst wurde. so können auch 
hier die unter X.— Ill. enthaltenen Sätze verallgemeinert werden; auch 
lassen sich aus den beidseitigen Sälzen durch Polarisation viele neue ab- 
leiten. Aus der grossen Anzahl von Sätzen, zu denen man auf diese Weise 
gelangen kann, sollen hier nur folgende hervorgehoben werden. 

Werden einem gegebenen Kegelschnitte m’ irgend drei Winkel AU, 
BB, CE umschrieben, deren Scheitel in einer gegebenen Geraden M liegen, 
und werden in dieser Geraden zwei beliebige Punkte r, s gewählt, so giebt 
es vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, welche beziehlich den vier Drei- 
seiten ABC, ABC, BEA, CAD eingeschrieben sind, und sämmtlich durch die 
beiden Punkte r und s gehen, und von diesen Kegelschnitten haben vier mal 
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vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem gegebenen Kegelschnitte m’ zusam- 
men irgend eine Tangente D gemein. Ebenso giebt es vier Gruppen von je 
vier Kegelschnitten. welche den vier Dreiseiten ABC, ABC, BAC, CAB ein- 
geschrieben und sämmtlich durch die beiden Punkte r, s gehen, und von denen 
vier mal vier mit dem Kegelschnitte m zusammen eine Tangente d gemein 
haben. Die vier Tangenten d entsprechen nach bestimmter Ordnung den vier 
Tangenten D, und die sich entsprechenden schneiden einander auf der Gera- 
den M. Ferner giebt es zu jeder der acht Gruppen von vier Kegelschnitten, 
welche beziehlich den genannten acht Dreiseiten eingeschrieben sind, allemal 
noch einen solchen fünften Kegelschnitt, welcher alle vier Glieder der Gruppe 
berührt, und gleichfalls durch die Punkte r, s geht. 

Ist nı der Pol der Geraden M in Bezug auf den gegebenen Kegel- 
schnitt m, und man zieht durch denselben irgend zwei Gerade R und S, so 
haben die vier Kegelschnitte, welche beide Gerade berühren, und beziehlich 
den vier Dreiseiten ABC, ABC, BEA, CAD eingeschrieben sind, mit dem 
vegebenen Kegelschnitte zusammen eine Tangente D gemein, und gleicherweise 
haben die vier Kegelschnitte, welche dieselben Geraden berühren und bezieh- 
lich den vorgenannten anderen vier Dreiseiten eingeschrieben sind, mit dem 
iiegelschnitte m zusammen eine Tangente &ö gemein, und beide Tangenten D 
und d schneiden sich auf der Geraden M. 

(Gehen drei Sehnen, ae, bP, cy des gegebenen Kegelschnittes m’ durch 
irgend einen Punkt nt, und man zieht durch diesen Punkt zwei beliebige Ge- 
rade A und S, so giebt es vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, welche 
beziehlich den vier Dreiecken abe, a/y, bye, ca umschrieben, und sämmt- 
lich dem Winkel RS eingeschrieben sind, und von diesen Kegelschnilten haben 
vier mal vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem gegebenen Kegelschnitie 
zusammen einen Punkt d gemein; ebenso giebt es vier Gruppen von je vier 
Kegelschnitten, welche den vier Dreiecken ey, «be, Pca, yab umschrieben 
und sämmtlich dem Winkel RS eingeschrieben sind, und von denen vier mal 
vier mit dem Kegelschnitte m’ zusammen einen Punkt d gemein haben; jeder 
der vier le!zteren Punkte d entspricht einem der vier ersteren Punkte d derart, 
dass die sie verbindende Gerade durch den Punkt m geht. Auch giebt es zu 
jeder der acht Gruppen von vier Kegelschniltten, die demselben Dreieck um- 
schrieben sind, einen solchen fünften Kegelschnitt, welcher alle vier Glieder 
der Gruppe berührt, und gleichfalls dem Winkel %S eingeschrieben ist. 
Zürich, den 28. December 1865. 
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Ueber gewisse Beziehungen zwischen räumlichen 


@ebilden. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Kine der wirksamsten Handhaben geometrischer Speculation besteht 
ohne Zweifel darin, zwei räumliche Gebilde so auf einander zu beziehen. dass 
jedem Punkte des einen ein Punkt des anderen, oder dass jedem Punkte des 
einen eine Ebene des anderen entspricht. Von dieser Art ist die Beziehung 
zwischen einem Punkte und seinem Bildpunkte bei der sphärischen Spiegelung. 
ferner, wenn eine bestimmte Oberfläche zweiter Ordnung gegeben ist, die Be- 
ziehung zwischen einem Punkte und der ihm zugehörigen Polarebene. und 
auch, wenn ein fester Punkt gegeben ist, die Beziehung zwischen einer Ebene 
und dem Fusspunkte des Lolhes, das von dem festen Punkte auf die Ebene 
gefällt wird. Gegenwärtig beabsichtige ich, einen höchst einfachen Zusammen- 
hang zwischen den angeführten drei Arten der Beziehung herauszuheben und 
für einen doppelten Zweck nutzbar zu machen. Es rücken nämlich gewisse 
Ergebnisse der Potentialtheorie durch die Construction von Fusspunkten., und 
gewisse Sätze über den Inhalt von Räumen, die von Fusspunktsflächen be- 
grenzt sind, vermittelst der sphärischen Spiegelung in ein helleres Licht. Die 
letztgenannten Sätze weisen alsdann auf ein allgemeineres mannigfacher An- 
wendungen fähiges Theorem, welches die durch eine gewisse Substitution 
neuer Variabeln zu bewirkende Umformung der vielfachen Integrale betrifft. 


1. 

Um einen im Raume festen Punkt A als Mittelpunkt sei mit der Ein- 
heit als Radius eine Kugelfläche K beschrieben. Ein Punkt B’ ist das in Be- 
zug auf K genommene sphärische Spiegelbild des Punktes 5, wenn BD und 
b' auf derselben von A aus gezogenen Geraden und zwar auf derselben Seite 
segen den Punkt A liegen, und wenn die Abstände AB und AB’ die Glei- 
chung AB. AB’—=1 erfüllen*). Die durch den Punkt B gehende auf der 





*) Diese Benennung entspricht der optischen Vorstellung, dass die Kugelfläche 
mit lauter sie berührenden unendlich kleinen spiegelnden Facetten bedeckt seı, deren 
Krümmung dem Kugelmittelpunkt zugewendet und deren Krümmungsradius gleich 
dem doppelten Kugelradius ist. 


34 * 
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Linie AB senkrecht stehende Ebene ® ist in Bezug auf die feste Fläche K 
die Polarebene des Punktes B’. Es sei eine beliebige Oberfläche S gegeben, 
man construire zu jedem Punkte derselben, der allgemein mit B bezeichnet 
werden mag, den Bildpunkt BD’, und zu dem Punkte B’ die Polarebene ®, dann 
stellt der Inbegriff der Punkte DB’ das sphärische Spiegelbild S’ der Fläche S 
dar, und zugleich umhüllt der Inbegriff der Ebenen 3 die Polarfläche $, der 
Fläche S’. Jetzt fälle man von dem festen Punkte A aus auf jede Tangential- 
ebene B der Fläche S, ein Perpendikel, so ist B der Fusspunkt desselben, 
und es leuchtet ein, dass der Inbegriff der Punkte B, oder die Fläche $, nichts 
anderes ist, als die mit dem Anfangspunkte A construirte Fusspunktsfläche der 
Fläche $,. 

Um den in Rede stehenden elementaren Zusammenhang analytisch aus- 
zudrücken, mögen rechtwinklige Coordinaten x, y, z angewendet werden, so dass 


dem Punkte A die Werthe x, y, 3 
2 7” „le ii 1, 4, 3% 
> 2 B' = - x, y', z' 
. R B, 6 . Lu» Yu» Fu 
= u r» - S, N; “ 


entsprechen; P ist ein beliebiger Punkt der Ebene 3, B, derjenige Punkt, in 
welchem die Ebene 3 die Oberfläche $, berührt. Die Gleichungen der Ober- 
llächen $, S’, S, seien respective 
@,y,2)=0, wla,y,2)=0, Yol&o, Yos 20) = 0. 

Aggregate von Ausdrücken, die aus den x-, y-, z-Coordinaten eines Punktes 
oder mehrerer Punkte gebildet sind, sollen mit Hülfe von Summenzeichen ge- 
schrieben werden, so dass z. Be F(2 -r)’ = (e—r)’+(y—y)’+(3—3)” ist. 
Es gelten nun zwischen den Coordinaten der zugehörigen Punkte B und B’ 
die Gleichungen 

c—Y — BE 
Die Gleichung der Ebene 8 heisst, insofern sie die Polarebene des Punktes 
B ist, 





1.) 








2) Z@-Hde-d-1 = 0 


und insofern sie die Tangentialebene der Fläche S, ist, 


a1 


Op, .. ‚oO 
a ($—-H)-2 Fo —tN) =d. 


OL, OL, 








8) = 
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Die Vergleichung der beiden Darstellungen giebt die Gleichungen: 





























Op, Op, op, 
5 f 2 OL, ‚ ir oy, R 5 02, 
4) 2, FRE Hin EN 
, oO - ‚ Re pr ' 
2 — (u, —UÜ 2 —(T, ia 2 —-——.(2,— 1!) 
or, or, ox, 
aus denen durch Vermittelung von (1.) die Gleichungen 
00 
n > Pr (x =D 2. Fo (x, N 
| op, OX, o%, or, 
.,=3 RD. Dei Se 
\ OL, 25 SP ) . Oo, z( op, \ 
m % | zn Or, / 
(Q.) Op 04 > 
._ 0% or, a. NL or, 
Z re m a7 2 . —— (C—X) — ap — ge 
O2, z( © UM ) y c ri ) 
7 os ya ee 
X OX 


Ox, 
folgen. Um die Gleichungen (4.) nach den Grössen &,, Yo, &, aufzulösen. 
kann man sich der Gleichung 

6) Ze -dm-d—-1 = 0 
bedienen, die durch Substitution der Coordinaten des Berührungspunktes B, 
statt der Coordinaten des unbestimmten Punktes P aus (2.) entsteht. Da die 
Differentiation von (6.) nach den Grössen «', y', 3, 2, Yu, 3, die Gleichung 


hervorbringt 
(7.) =(,— 8) da + (x — X) d, — 0, 


dagegen die Relationen (4.) die Differentialgleichung der Fläche 8 
=(2—-r)de, = 0 

liefern, so entsteht die Differentialgleichung der Fläche $’ 
=(uv—Üde = O0, 

und das System von Auflösungen 























/ oO ow 
ox oy 
—— _— ) —! m rn u 
5) v ) 
t y ow FR. J 1 xy C ıy 2 ” 
ei T- n (x X) — a de L) 
8 OX OX 
(8.) f 
oy 
en öz' 
u. ne rn 
‚Oy 
2, (@— 2) 
Für die Anwendung der entwickelten Relationen ist es wünschenswerth. 


auch diejenige Fläche $S, zu betrachten, die aus der Fläche $ durch eine 
mit demselben Anfangspunkte A ausgeführte Fusspunktsconstruction entsteht. 
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d. i. die zweite Fusspunktsfläche der Fläche $S,. Ein Punkt B, von $, habe 
die Coordinaten X;, Y2, 3. so kommen, indem man in (5.) ©, Yı, 22» X, 9, 
2, % (X, Y; 3) respective an die Stelle von x, Y; 2%, Los Yun Zus Puls Yo, Su) 


setzt. die Gleichungen 




















04 Op 
f | 3 r (2 —r) 
0% OA » a ' op 0X 
mt = a — | = ————, 
oA a, ITY oy uf OP 
na — 
0X OX 
(9.) n relt . ot 
2IE./e- t) & FE) 
Z U ln ni >/r \2 
ER Zu 02 3 REN so Op‘ 
_—  . 2 
OX (Or 


Das Grundgeselz für den Zusammenhang der Curven, die in einer 
Ebene aus einer erzeugenden Curve durch wiederholte Fusspunktsconstruction 
hervorgehen, hat schon Maelaurin ausgesprochen*). In einer Ebene sei € der 
Anfangspunkt der Lothe, D, ein Punkt der erzeugenden Curve, CD das Loth. 
welches auf die im Punkte D, an die Curve gezogene Tangente gefällt ist. 
mithin D der Punkt der ersten Fusspunktscurve, welcher dem Punkte D, der 
erzeugenden Curve entspricht; so lehrt Maclaurin, dass die an die erste Fuss- 
punkiscurve im Punkte D zu ziehende Tangente mit der Linie OD denselben 
Winkel macht, wie die Tangente D,D mit der Linie CD,. Für die analy- 
tische pw der Frage nach dem Zusammenhang zwischen den Ober- 
llächen S,, 5, 8, bietet die Gleichung (6.) einen bequemen Ausgangspunkt, 
wenn man derselben mit Hülfe von (1.) die Gestalt 
(10.) (2 -H-Z(e-d)(u—r) = 0 
giebt. Lässt man die Grössen x, %, 3, 2, Yo, 3, zu gleicher Zeit sich än- 
dern. so kommt 
11.) 22 (2—-ı)de- (u, —v)de— E(e do, = (0, 

und weil in Folge von (5.) 

=(c—t) ds, = V 
ist. so gilt die Gleichung 


12.) Zir2r—-ı-z)de = O0. 


Weil dieselbe von der Differentialgleichung der Fläche $ 





TI de+ dy+ Pd: — 0 
OT oy i 0% 


*) Philosophical transactions, 1700— 1720, Vol. IV, pag. 51. 
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nur durch einen Factor 7 verschieden sein kanns so is! 


/ ‘ \ op d Pr op f* \ op u - 
(13.) vr.“ = 2 Re uU), y 2% (2y aaa y . "Ber, T 22 u 


Hieraus folgen bei Hinzunahme von (10.) die beiden Relationen 


ir 


Op, m 2 IL opN\ we 
14.) > —[2-r = r2[2—r)‘. 37) -T > (m —T 
( J OX \ L) \ L ) . or 


deren Substitution in (9.) die Gleichungen 





| ni  Ss(2—r)’ j 2 (2 —ı 
\12—? = (22 —2,—?) rn y= (dy—-y—d) 37% 
(15.) S( er Pr; 2 
v - _.\ =(2—T) = REED - 2—r)) 


93 = (80-9) 2,73 ua a " 2—n 


U 


hervorruft. Diese Gleichungen, welche der Ausdruck des auf Oberflächen 
übertragenen Maclaurinschen Gesetzes sind, geben für die Punkte DB, B,.... B,. 
welche dem Punkte 5, der erzeugenden Fläche resp. in der ersten, zweiten. 

n“” Fusspunktsfläche entsprechen, die folgende Construction an die Hand. 
Man errichte im Punkte D, die Normale der Fläche $,. und lege durch diese 
Normale und die Verbindungslinie des Punktes A mit dem Punkte B, eine 
Ebene. In dieser Ebene ziehe man durch den Punkt A die Parallele Ab zu 
der Flächennormale im Punkte B,, und dann die Linien Ab,, Ab,. ... Ab,. 
für welche die Winkel 5 Ab,, b, Ab,. u. s. f. dem spitzen Winkel B,Ab gleich 
werden. Hierauf giebt ein vom Punkte B, auf die Linie Ab gefälltes Loth 
den Endpunkt DB, ein Loth vom Punkte B auf die Linie Ab, den Endpunkt 
B,, u.s.f. Aus dieser Construction geht hervor, dass die Abstände AB,. AB. 


AB;, ... eine geometrische Reihe bilden, deren Exponent der Cosinus des con- 
stanten Winkels B,AP ist, und dass die Punkte B,. B, B,,... auf einer ar- 
chimedischen Spirale liegen. Wenn man die sphärischen Spiegelbilder B,. B'. 
B;, ... dieser Punkte construirt, so bilden die Abstände AB,. AB’, AB;. 


ebenfalls eine geometrische Reihe, der Exponent derselben ist aber der re- 
ciproke Werth des Exponenten der ersten Reihe, und die Punkte B,. B', B;, .. 
liegen auf einer zweiten archimedischen Spirale, welche sich nur durch die 
Lage und nicht durch die Gestalt von der ersten Spirale unterscheidet. 


2. 


Die Anwendung der angestellten Betrachtungen, die ich zunächst mit- 
theilen werde, betrifft eine im 61°““" Bande dieses Journals veröffentlichte 
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Arbeit *). Es sei ein von: einem Ellipsoid E begrenzter Körper gegeben. 
bei dem die Dichtigkeit der Masse durch die inverse p' Potenz der Ent- 
fernung eines jeden Massenpunktes von einem ausserhalb des Körpers lie- 
genden Punkte A gemessen wird. Der Exponent p ist eine die Einheit über- 
treffende ungerade Zahl. Die Wirkung, welche der in Rede stehende Körper 
nach dem Gesetze der allgemeinen Massenanziehung auf einen ausserhalb des- 
selben befindlichen Massenpunkt ausübt, lässt sich allgemein durch die an- 
ziehende Wirkung einer Massenvertheilung von zwei Dimensionen ersetzen. 
die eine gewisse Fläche S bedeckt. Nimmt man die Hauptaxen des Ellipsoids 
zu den Coordinatenaxen der x, y, z, sind 2«, 29, 2y beziehungsweise die 
Längen der. grössten. der mittleren und der kleinsten Axe, sind x. v, 3 die 
Coordinaten des Punktes A, und bestimmt die Seite der x, y Ebene, auf der 
der Punkt A liegt **), die Richtung der positiven z Axe, so ist dıe Fläche $ 
das durch die Ungleichheit 3>0 abgeschnittene Stück der Fläche dritter 


Ordnung 
g', r (3 — 3)  be—yy)" u 
(16. y(a,Yy,2)= 32 +- 4 - +5 (2-3) =0; 
\ \ h) y a’ ’_y’ e’— y’ ‚) 


hier ist "= >I(z-r)‘, und ebenso wird später r” = I(r'—r)’, n = Z(m—t)' 
gesetzt werden. Diese Fläche ist für jeden Werth der ungeraden Zahl p 
dieselbe, die Dichtigkeit » der über dieselbe ausgebreiteten Massenschicht, die 
eben erwähnt worden, hat im Punkte (x, y,z) den Werth 





(— Au ) 
y—3 3 —1]) N —ı J Im 
‚\p— ‚dia (z (p G—2 ) (24 ) © 


AB w dz3(r—3) (&(E- op ' 


wo die Differenz 3—z, ebenso wie die Grössen 3 und z, nicht negativ wird, 


u. 








und /'\w) = fe o“""do gesetzt ist. 

In dem angeführten Aufsatze ist bemerkt, dass die Oberfläche 
y(2,%9,2)=0, wenn wir die im vorigen Abschnitt gebrauchten Bezeich- 
nungen gelten lassen, das in Bezug auf die Kugelfläche K genommene sphä- 
rische Spiegelbild 

/18.\ (x a Gr +2 — ) DL. ne m „ee AA 
| . Ä 2 er er 7 de al 





*) Untersuchungen über die Anwendung eines Abbildungsprineips auf die 
Theorie der Gravitation. 
**) Der Fall, dass der Punkt A in die x, y Ebene fällt, der a. a. O. ausführlich 


erörtert Ist, bleibt hier ausgeschlossen. 
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das ist. eine Oberfläche zweiter Ordnung liefert. Hieraus folet nach den 
obigen Betrachtungen sogleich, dass die Oberfläche y,(z,, Yo, 3.) = 0. aus der 
die Oberfläche p(z, y, 3) = 0 durch die mit dem Anfangspunkte A ausgeführte 
Fusspunktsconstruction erzeugt werden kann, die Polarfläche der Oberfläche 
w(x',.y,2)=0 in Bezug auf die Kugelfläche X, mithin ebenfalls eine Fläche 
der zweiten Ordnung ist. Bei genauerer Erwägung zeigt sich dann. dass die 
Fläche p,(®,, Yu, &,) =0 zu der Begrenzung E des gegebenen Körpers in 
einer höchst einfachen Beziehung steht. und dass durch Vermittelung einer mit 
dem Anfangspunkte A wiederholten Fusspunktsconstruction die Bestandtheile 
des Ausdrucks der Dichtigkeit » ungezwungen erhalten werden. 

Die Gleichung u(&,, Yo, 3.) =0 kann man aus den Gleichungen (8. 
herleiten. und zwar veranlasst der Umstand. dass die Function ı» eine aloe- 
braische ist, zu der Einführung der homogenen Coordinaten 











2 ro Bi. 1 —d—= U, u 2.4 Be. Be . 
| u —Ww, Yu —@,” u 
(19.) ä 
x’ kadu f’ Mr f - u Pr i n' 
# u w ° 9 Pe wo ?’ 7 Fo" ae 
Setzt man 
Mr ' N I Eh 
u vr,Yy,%) = git,u,v,w)., 


so ist g eine homogene Function der zweiten Ordnung, und durch bekannte 
Betrachtungen folgt aus (8.) das System von Gleichungen 


ot ot 
(20.) # — 4 — Ki J 


a Wis. His, m=4- 
ot’ I on >” 2 “ ow' 

Bezeichnet ® die Driseriminante der Function g, f(t,. %, &%, @,) die zu g ad- 

jungirte Function, so Er die Auflösung von (20.) das System 


© g og 





a1) Der, ir, Dirt, Dur, 
ot, ou, OR’ "on, 


und die Gleichung 
(22) De(t, ‚w) = flo, Wu, 9, Wo). 
Die Gleichung A Seelen sich aber durch Wiederein- 
führung der x,, Yu, &, in die verlangte Gleichung (X. Yu. 3.) = 0. 
In dem vorliegenden Falle ist nach (18.) die Function g so bestimmt: 
il 

















a” 2 ,m ) ) 
Fe, a il Hr 
A (ey) 3 £ we, 
En 3 
die: “ 4 
— fo — ——— ro ‚vw; 
| a’— y’ P-r +3 
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die Diseriminante ® hat den Werth 
N Bee Ben a’ß” „6 
4’ (Cr?) 


und die adjungirte Function f wird diese 


























n a” 8? „ a —Y' 2, P-r .: 
(Eye Ua On W Ar a wer FD. uu L\, + —— er 
24 PPRRSIRDEER en de’, 18°, 
BET v ae h 
| ke —+ bwu- "RT uw + 00). 
\ a p [0] Y 
Selzt man nun 
an. » Dr a’ p" 4... 
(29.) los U, %, Wu) = — yv(a’— IA Y”) 3 Wo Po(Eus Yos 20) 
komm! 
’ va 1 Fe > 
IR N 44 = Io: er 7) 
26.) | u | 
’ r i ’ 
un . ( 0 BE ) en . & an D- a ( 0 ri ) 1. 
| Ma \w, ! 4 \w, , 3) 7 


und in der definitiven Gestalt 


| %—T y 
fine runs ar“ ’ (5 +2 . 


N 
\s6.) \ 


| - Hy Ha) +, 


Wie man sieht, stellt die Gleichung y(x,. Yu, 20) =O ein elliptisches Paraboloid 











-)) 


dar. Dasselbe kann auf folgende Weise construirt werden, wenn das Ellipsoid 
E und der feste Punkt A gegeben sind. Man ziehe irgend eine zur kleinsten 
Axe des Ellipsoids parallele Linie Z, und bestimme die Involution der in 
Bezug auf das Ellipsoid E conjugirten auf der Linie Z liegenden Punkte; 
wenn die Linie Z das Ellipsoid trifft, so sind die beiden Schnittpunkte die 
Doppelpunkte dieser Involution. Man lege durch den Punkt A und die Linie 
I, eine Ebene, und beschreibe in derselben denjenigen Kreis, welcher durch 
den Punkt A geht, und in Bezug auf welchen die genannte Involution eben- 
falls eine Involulion der conjugirten Punkte ist; wenn ZL das Ellipsoid ge- 
troffen hat, so ist dies derjenige Kreis, welcher durch die beiden Schnitt- 
punkte läuft. Im Punkte A zieht man an den bezeichneten Kreis die Tan- 
gente, welche die Linie Z im Punkte T schneiden mag, und verlängere die 
Linie AT über T hinaus um sich selbst, dann ist der erhaltene Endpunkt ein 
Punkt des zu construirenden Paraboloids. 
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= 


Um dem Ausdruck (17.) der Dichtigkeit eine andere Form zu veben. 
werde die Zahl p, welche ungerade und grösser als die Einheit ist, gleich 


2m+3 geselzi. so kommt 




















( oO p " 
(28 ) Hüm 1%) «f er „3 (—z \2n-+2 d” (21 tn 0% z. 
Me‘ m+3) N’? 7 dz" ka IE ) | 
LIE 
Die Ausführung der mfachen Differentiation giebt 
[ . „m \2m- ) d”"(2” Hi (3 — er ) 
= dam 
m+4t)(m— 4). 32:23 —2)""+(m+4).-3m(m+3)3?2G—z2)" "+. 
H-(m-+3).-- (2m +2)23” \ & _% ni 


2I(m+3 j n) u BER 
= = 2) 2: (3 — 3)" w; (m, m - 3. 3 j —) , 
\2) — z 


wenn man, wie gewöhnlich, die Gaussische Function mit F(a,b,ec,x) bezeichnet 





Da nun vermöge der bekannten Relation 
F(a,b,c,2) = (1—-r2)""F(e—a, c—b, c, x 


im gegenwärtigen Falle die En 








F (m, m+d.3. 





besteht, so folgt aus un; die ERAINEE, 





2. 2ap yrm2nifa _n\mtiR Ä u 7 EL, 
le = u 


Wenn man die Gleichung (16.) in die Form bringt 











Hr" | sr | 2-3’ | We)’ 
a He 8-3), 

so ist leicht zu erkennen, dass in Bezug auf die Verbindungen 2—r, y—v. 

z—; der erste Term von der dritten Ordnung ist, die übrigen Terme von der 

zweiten Ordnung sind. Aus der Grundeigenschaft der homogenen Functionen 


folgt daher 


0 ı(3—3)r” 
SE (@-2)—2p (2, y, 5) = ESP" 


und, wofern die Gleichung y(z,y,2)=0 gilt, 








! 06 (3—3)r? 
(30.) ET (e-2)= 36 2) 


39” 
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Demnach liefern die Gleichungen (9.) als Hülfsmittel zur Vereinfachung von 


29.) die Relationen 














ı@— pr (EZ 3) 2 
‘ ot J y° . 2 » Pr 
31.) a { ee = (0-1) =n= zer? ae 
a, A x ( op ) 
— P —— , 
‘ OL OL: 





und weil gegenwärtig 3(—z+-3) eine positive Grösse ist, 








"7 2 ‚64 Be 
"(2()) 


ur - u E, 





Man hat also 














—ım—? „? m-+-1 0% / 
| ZIG u ERNEGE 
P> — 
OX di 
3) 1 f 2 4 - l 5) 
(39 3 num 9% Te Pan aa 3(—23+3)r 
7 > 2 








und dadurch nimmt der Werth von v die folgende Gestalt an, wo wieder 
stalt 2m-+-9 die Zahl p eingeführt ist, 
En 2a 3 (—2, + u 





34.) v 





- 
PQ 
"3 


- pe PR G=0,-1 en ) F(4p, —3 7, 3, use 

Wir wollen jetzt das bisher Gefundene noch einmal zusammenfassen. 
Aus den Daten der Aufgabe, dem Ellipsoid E und dem festen Punkt A, geht 
durch die angegebene Construction das Paraboloid Y,(&,, Yu, 3.) =O hervor. 


Durch die mit dem Anfangspunkt A ausgeführte Fusspunktsconstrucltion ent- 


nn 
id 


7 


steht aus diesem Paraboloid die Fläche Y(x, y, 3) =0, welche durch die auf 
der kleinsten Axe des Ellipsoids E senkrecht stehende Hauptebene in zwei 
Theile getheilt wird; der Theil, welcher mit dem Punkte A auf derselben 
Seite der Hauptebene liegt, ist die in Rede stehende Fläche S. Bei der mit 
demselben Anfangspunkte A wiederholten Fusspunktsconstruction entspricht 
einem Punkte \x,y,3) der Fläche S der Punkt (x, y;, 3,) der zweiten Fuss- 
punktsfläche, und aus den Coordinaten von diesen zwei correspondirenden 
Punkten wird der auf den Punkt (x, y, 2) bezügliche Ausdruck der Dichtig- 
keit » zusammengesetzt. 
3. 


Man findet in dem Aufsatze „Sur les volumes des surfaces podaires“ von 





- 
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Hirst im 62°" Bande dieses Journals p. 246 eine umfassende Mittheilung über 
die bekannt gewordenen Arbeiten, welche die Volumina von Räumen behan- 
deln, die durch Fusspunktsflächen von derselben erzeugenden Fläche und von 
verschiedenen Anfangspunkten begrenzt sind. Ich darf deshalb. ohne das 
Historische zu berühren, damit beginnen, dass ich den Zusammenhang der 
einschlagenden Fragen mit den Betrachtungen des ersten Abschnitts aufzeige. 
Wie an jener Stelle, sei der Anfangspunkt der Lothe A, doch mit den Coor- 
dinaten x,, ds, 37, die erzeugende Oberfläche S,. ein Punkt derselben B,. 
mit den Coordinaten &,. %,. 2,; die Punkte BD, B’, die Flächen K, S, S’, die 
Coordinaten x, y, 3, x, y', 3 mögen jelzt beziehungsweise B,, B,. N. 
S,, Si» %as Ya, 315 Tas Yı, 31 genannt werden. Wenn dann der An- 
[angspunkt der Lothe A an einen beliebigen andern Ort des Raumes © rückt. 
so wird zum Zeichen der dadurch eintretenden Veränderung in allen ange- 
führten Stücken der Buchstabe A durch den Buchstaben © ersetzt werden. Die 
Flächen S, und S. werden als geschlossene Flächen angenommen. und um 
die von solchen Flächen S. eingeschlossenen Räume zu vergleichen, die ver- 
schiedenen Lagen des Punktes C entsprechen, soll die Beziehung der Punkte 
B, und B. aufgesucht werden 

Um diese Absicht zu erreichen, kann man zunächst die Beziehung 
zwischen B_,, dem sphärischen Spiegelbilde von B, in Bezug auf K,. und 
b.. dem sphärischen Spiegelbilde von B. in Bezug auf K., bilden. Wenn 
man die Gleichungen (4.) zuerst auf die Punkte A, B,, B,. und dann auf 


die Punkte ©, B., B. anwendet, so kommt 





























Ir N ! ' cp, op of © 4 
35.) gr, Ars, 1 = Er: U: Fi I) 
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Ic = - ’ 
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durch Verbindung von (35.) und (36.) wird dann 


/ 
© ,—fX, 


4 


/ A 
Lc—TLc m. 1. ! | ’ 
| Fa, 10@, 


E: y,—) 
(37. { Yc dc en . 4 Pils, . 
\ J \e 2 Be \F, Le) (z, L,) | 1 ? 








Ind b) 


50 Ad 
a a ;. © rn 7 
| Te DC FE Pu 





Geht man jetzt mit Hülfe von (1.) von den Punkten B,, Be zu den Punkten 
B,. ©; zurück, so entstehen die verlangten Relationen 








ae: Fame HER; Eu —Lp 
m = (T4-tı) Ir _r j? s 
ar 
| BE, PELE ZU ar 
‘ / \ A A A 4 A 4, 
38. \YcIe = Yada) (2 ,—ı,)° ur 
— 7 Sa B] 


gS/_, a 1 Di . 9} 
(24) TER) 





. i \ 
nd HE 7 a =77 . 
| Ce 


iese Relationen enthalten keine Spur von der Fläche $,, sie stellen 
zwischen den Punkten BD, und BD. die ganz allgemeine Beziehung dar, dass 
die Linien AD, und Cb. mit einander parallel laufen, und dass die Linie 
B,B. auf den Parallelen senkrecht steht. Offenbar entspricht hierbei jedem 
Punkte des Raumes D, ein und nur ein Punkt D., jedoch mit der Ausnahme, 
dass wenn D, irgend ein Punkt derjenigen Kugelfläche 8 ,. wird, die durch 
die Punkte A und C hindurchgeht und diese Punkte zu den Enden eines 
Durchmessers hat. der Punkt BD. immer in den Punkt © fällt, und dass, wenn 
B, ein Punkt von 8,c wird, der Punkt BD, in den Punkt A fällt; auch 
wächst die Entfernung CD. nur mit der Entfernung AB, zusammen über 
jedes Maass hinaus. Wenn man also den Punkt (@,,Yy.4,3.,) alle Oerter 
innerhalb der geschlossenen Fläche S, successive einnehmen lässt, so durch- 
läuft der Punkt (ce, Yc,2c) alle Oerter innerhalb der Fläche S., und zwar 
jeden nur ein Mal, wofern man die Kugellläche 8_,. ausschliesst. Es mögen 
für den Augenblick zwei verschiedene Lagen des Punktes C mit ©, und Ö,. 
die enisprechenden Flächen S. mit S. und S., bezeichnet werden. Die 
Vergleichung der durch die Flächen S., und S., eingeschlossenen Räume 
kommt alsdann darauf hinaus, dass das Volumen des von der Fläche S. ein- 


veschlossenen Raumes // [dxcdyeds« mittelst der Gleichungen (38.) in ein 
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nach den Variabeln z,, Yı, 2, zu nehmendes Integral verwandelt werde, 
welches über den von der Fläche S, umschlossenen Raum auszudehnen ist: 
dieser Raum bleibt von einer Aenderung der Lage des Punktes C unberührt. 
und die betreffende Darstellung wird erkennen lassen, wie sich das in Rede 
stehende Volumen bei einer Aenderung der Lage des Punktes € mit ändert. 

Die angegebene Transformation erfordert nun nichts weiter. als die 


Bildung der Functionaldeterminante 
Or. Oy. 0%, 


RER B x 
Ic.a — ni = 


OL, OYg 0%, 





aus den Gleichungen (38.),. welche eine sehr einfache Gestalt annimmt. Diese 
Erscheinung hat aber darin ihren Grund, dass die durch (38.) bestimmten 
Functionen zu einer Gattung von Functionen gehören, deren Functionaldeter- 
minante eine bemerkenswerthe Beschaffenheit besitzt. Es eilt nämlich der 


folgende Satz: 























Es bedeute f eine beliebige Function der Variabeln z&,. ©. ... x. 
und die Variabeln S,, 5. ... 5, seien mit den Variabeln x,. &,. ... x, dureh 
die Gleichungen 

f& N were. | u j B » 
(39.) sı — uf, wo x f, ur r Sn 7 zf 
verbunden, dann hat die aus den Grössen 5. &. ... &, in Bezug auf die 
Grössen &» Ta, -.. x, gebildete Functionaldeterminante den Werth 
2 ei r . 
Ö & Os OS 0 ® of of 

40.) A1= 34 a... ——— fg SE tr —- 

(40.) or, O2, OX, / / ‘ode, Te OL, 
Der Beweis dieses Satzes folgt leicht aus dem System von Gleichungen 

I AE - ( e of | of 
“ — T re dx « : ‘ In 7 —T u . Tamm - 
sı f+ dx, rt dr, 5: rs] dx. dx. 
. of ; | of 
Jds, = 2, di, Ha da + +8; bu. Te. 
(41.) IL, OL, 
Far E (pr, of ‘ 
“a = u u +(f4 X, \dr,, 
Or, 
wenn man erwägt. dass bei ah System von »° Grössen. das die Form hal 
ua 2.2. 
Ta ad, T> ds wa; IC dA, 


7,4, 7,4; Pr © 7,4, 
sowohl die Determinante, wie auch jede Unterdeterminante von jeder Ord- 


EEE 
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nung bis zur zweilen einschliesslich herab verschwindet. und dass allein die 
Unterdeterminanten der ersten Ordnung, d. h. die Elemente, nicht Null sind. 
Wir wollen nun den Fall in Betracht ziehen, dass f eine rationale 


gebrochene Function der Grössen &,. &. ... x, ist. und setzen 

(42. f={, F=FO+F@L.., G=-COLEWL.. 
wo F®, FM, ... a, @“” ... die homogenen ganzen Functionen von der 
Ordnung 4, 7, ... u, «, ... sind, aus denen die Functionen F und @ be- 


stehen. Alsdann erhält man die ie 






































© of 
| f+ m — of Be WER / 
or, OL, 
43. oF oF 0oG oG \ 
FG +62, 2— +. +2,- Je ci 
u OL, OL, ox, or, 
G’ L 
weil aber nach der Grundeigenschaft der homogenen Functionen 
oF OF N Ar u 
\2 2-4. +2,2— = IAFOLUFW4+ 
\ OL, O2, 
44.) > er 
© 1 Go 1 
| > + 'r2,7 zus u@“ + uw GI+. 
n 
ist. so kommt 
f+x I 1... f__ AFP +L,CWEAF®@— Z,FOF, uw 
ie om, | | n OL. G’ 
und die Functionaldeterminante erhält den Werth 
m Fi! e ; Asa 
(5) I az (tr—u)FOgm, 
wo die Summationen nach 4 und « auf die Ordnungszahlen A, #, ... und 


u, w, ... gehen. 
In dem Falle der Gleichungen (38.) treten die Grössen &c—Xe, Yc—de. 
30 —$c, 74T Yada» 241—3%ı beziehungsweise an die Stelle der Grössen 
3» 2, 2, 2, und die Zahl » ist gleich 3, ferner kommt 
E F®+F®V, G= Ga”, 
FO) = ZI(2,—ı,). F"- <Z(ut te) (Cain), a9 = (21-14). 
und deshalb ergiebt sich für die zu bildende Functionaldeterminante 4. , der 


Ausdruck 
6.) Ica= Zr Fa go _ Ruin FERITIEITEN) 
| | (< (2,-1,)) 
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Demnach erhält man für den durch die Fläche S. eingeschlossenen Raum die 
gesuchte Volumenbestimmung 
pp pp Te EUR U SB 
(47.) N decdy.cdzc = / u ARE Bee 14)) dx ,dy ‚dz ;. 
Der auf der rechten Seite befindliche Ausdruck enthält die Coordinaten r,. 
de, 3c des Punktes C unter den Integralzeichen nur im Zähler eines Bruches. 
und in keiner höheren Ordnung als der zweiten. Weil nun der Raum. über 
den das Integral zu nehmen ist, von der Fläche S$, begrenzt wird, also von 
der Lage des Punktes C unabhängig ist, so ist die Ausführung der Integration 
ohne Einfluss auf die Art und Weise, wie die Coordinaten ve, de, je in den 
Werth der rechten Seite der Gleichung (47.) eingehen. und man gelangt zu 
dem Satze. dass das Volumen //, de.dycdsc einer ganzen Function zweiter 
Ordnung von den Grössen X, dc, $c gleich ist. Nachdem dieser Hauptsatz 
von unserem Gesichtspunkte aus fixirt ist, liegt zu einer Ausführung desselben 
an diesem Orte keine Veranlassung vor. 
4. 

Es leuchtet ein, dass man die Gleichungen (39.) und den Ausdruck 
der Functionaldeterminante (40.) dazu benutzen kann, um die Transformation 
eines »fachen Integrals auszuführen, wie folgt, 


(48.) OJK; (2,224... 2%) 108, dr... dE, = afP (2,,22,...2,) Ida,da,...de,. 


Hier ist P(x,.©,...x,) eine ganz beliebige Function der Grössen &,, ©, ... 
x,, und w , gleich der positiven oder negativen Einheit, je nachdem die Fun- 
clionaldeterminante 4 einen positiven oder negativen Werth hat. Bei dieser 
Transformation sind aber einige Ueberlegungen anzustellen. 

Zunächst muss man sicher sein, dass die Functionaldeterminante 4 nicht 
identisch verschwinde. Von den beiden Factoren f""' und f+ x, hut, = 
deren Product gleich 4 ist, kann der erste nicht verschwinden, ohne dass die 
Substitutionsgleichungen (39.) allen Sinn verlieren, dagegen verschwindet der 
zweite dann und nur dann, wenn die Function f homogen und von der —1"" 
Ordnung ist. Schliesst man also diesen Fall, bei dem die Ausdrücke zf, 
&f, -.. z„f nur die Verhältnisse der Grössen x&,,... x, enthalten, von der 
Betrachtung aus, so kann / niemals identisch verschwinden. 

Wenn vorausgesetzt wird, dass f eine eindeutige stetige Function der 
Variabeln z&,, &%, ... x, ist, so liefert jede bestimmte Werthverbindung 
(21, &2, ...2,) eine ganz bestimmte Werthverbindung ($,, $, ... $,). Es ist nun 
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A 


die Frage zu erörtern, unter welchen Bedingungen es unmöglich wird, dass 
zwei verschiedene Werthverbindungen &=4a, m =, ... &,=a,, und 
r,=b. m =b,... x,—=b, eine und dieselbe Werthverbindung &, = «@,, 
&,= @, hervorbringen. Schliessen wir die beiden Annahmen aus, dass die 
Funcetionalwerthe fla,. @,...a,) und f(b,,b;,...d,) einen verschwindenden 
oder einen unendlich grossen Werth haben, so muss in Folge der Gleichungen 
39.) die Proportion bestehen 
BEI 2 re. u, 
und man kann festsetzen, dass die Grössen &,. 2%, ... x, sich von dem 
System (4, @,...a,) zu dem System (b,,b,,...b,) so bewegen, dass für 
alle zwischenliegenden Systeme die Proportion 


En TE Se ur ME em 5 
erfüllt bleibt. Es ist alsdann möglich, dass die diesen &,, %, ... x, enl- 
sprechenden Werthe 5, 5, .... $, sämmtlich die Gleichungen 5, = o,, 


@, befriedigen; wenn aber diese Annahme, von der später die Rede sein 
soll, nicht zutrilft, so müssen die betreffenden Zwischensysteme die Proportion 


fr 


- ‘. 


er TE Et Ed 
beiriedigen. Schreitet jetzt die Variable x, von dem Werthe a, stetig vorwärts 
bis zu dem Werthe b,. so bewegt sich die Variable $, von dem Werthe «, fort 
und zu dem Werthe «, zurück; also kann es nicht fehlen, dass die Variable 5, 
wenigstens ein Mal auf ihrem Wege umkehrt, und dass wegen der festen 
Proportionalität der übrigen Variabeln auch 5,,...&, diese Umkehr mitmachen. 


Das heisst. es giebt immer ein Zwischensystem = X, m=X,,...2,=Ä,, 


Fr, 


1* 5 


- [nz '- 


welches das System = 2, = 5, ... &,=%, hervorbringt, und die Eigen- 
schaft besitzt, dass, wenn & und € gegen die Null abnehmende positive Grössen 
sind. und wenn Ö eine gegen die Null abnehmende Grösse von festem, aber 
positivem oder negativem Zeichen ist, den beiden Werthsystemen 

ss =A, (1-2), m=A,(1-e), ... u =ÄA,(1-e) 
und 

su =X,(14E), m=X%(1l4eE), ... u =X,(l+E) 
ein und dasselbe Werthsystem 

= 3140), &=5(40), 22. &=5(1+0) 
correspondirt. 

Nun haben die Gleichungen (41.) die Bedeutung, wenn die Incremente 

da. ... de, gegeben sind, die entsprechenden Incremente d$,, d&, ... dS, 
darzustellen. Dieselben Gleichungen liefern, wenn die Incremente d$,, dS,, ... 


Un 
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d&, gegeben sind, eine eindeutige Bestimmung der Inceremente dr,. dx,. ... d.r,. 
wofern die Determinante ./ einen endlichen von der Null verschiedenen Werth 
hat. Im obigen Falle, wo es sich um die Systeme (Z,.5....£,) und 
(X,,AÄa,... X,) handelt, weiss man, dass den Incrementen 07, d5,. ... dE 
der Grössen &,. &» ... &, ebensowohl die Incremente —eX,. —eX,. ... —eX 
als die Incremente EX,, EX, ... EX, der Grössen z,, 2, ... 2, correspon- 
diren. Also muss für das Werthsystem X,,. X, ... X, die Determinante 4 
entweder einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth haben 


Eine entsprechende Erwägung lehrt, dass, wenn für die sämmt- 


lichen Werthsysteme &,,. @, ... x,, welche mit Erfüllung der Proportion 
L%,:%2:...7%, = 4,:0:...:a, den Uebergang von (a,,a,,...a,) zu (b,b,...b,) 
stetig vermitteln, die Gleichungen & =@,, ... S,=«, gelten, für diese 


Wertksysteme die Determinante 4 wieder gleich Null sein muss. Wir können 
deshalb die Beantwortung der zu entscheidenden Frage in der folgenden 
Weise zusammenfassen. 

Wenn man den Variabeln x,. ©. ... x, ein Gebiet von solcher Be- 
schaffenheit anweist, dass zwischen je zwei Werthverbindungen, bei denen die 
Verhältnisse der Grössen &,, X, ... x, beziehungsweise dieselben sind. der 
stetige Uebergang so bewirkt werden kann, dass die betreffenden Verhältnisse 
auch in allen Zwischensystemen dieselben bleiben, und dass weder die Function 


f noch der Ausdruck f+, tt für irgend eine Werthverbindung 
I, I 
einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth annimmt, so 
können innerhalb des bezeichneten Gebietes zwei verschiedene Werthverbin- 
dungen (&,, &;,... z,) durchaus nicht dieselbe Werthverbindung (S,. 5, ... $,) 
erzeugen; oder in andern Worten, dem in Rede stehenden Grössengebiet der 
Es Las, ... x, entspricht einfach ein bestimmtes Grössengebiet der S,. &, ... &,. 
Um das System der Gleichungen (39.) nach den Grössen z,, &;, ... x, auf- 


zulösen, kann man das System von Gleichungen 
(49.) m=s0%, Mit, .:. m=5Q 
bilden, und die Function go der Grössen &,, &., ... 5, durch die Gleichung 
0.) efl@ı, 225 ...2,) = Ef(SıB, 50, ..-5.0)= 1 


bestimmen. Wenn die Function f wie in (42.) eine gebrochene rationale 


Function z th, und wenn man die homogenen Functionen F, @“, 


durch die Substitution ©, =&,...2,=&,in F®(d), ... @9($), ... über- 
36 * 
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sehen lässt, so kommt für o die folgende algebraische Gleichung: 
5 N .) of Hl F®(£)+ er F (£) L..= o" F (5) +o“ FW (+ ee 
auf die Gleichung (48.) an. Die 


v 





Wir wenden jetzt die Voraussetzung f= 


G 
Begrenzung des Gebiets für die Integrationsvariabeln x,. 2, ... z, sei un- 
abhängig von den Coefficienten der Zählerfunetion F und ausserdem so ge- 
wählt, dass innerhalb desselben weder eine der Variabeln x&,, ©, ... x, noch 


die Function P(x,,%,...x,) unendlich gross wird, die Nennerfunction @ 
aber nicht verschwindet. Weil F und @ ralionale ganze algebraische Functio- 
nen sind, so kann man dieses Integrationsgebiet in eine endliche Anzahl von 
Theilgebieten zerlegen, in deren jedem, mit Ausschluss der Begrenzung selbst, 
die vorhin entwickelten Bedingungen erfüllt sind. Jedes dieser Theilgebiete 
kann man wieder in der Weise in zwei Stücke theilen, dass in dem einen 
Stück jene Bedingungen mit Einschluss der Begrenzung befriedigt sind, und dass 
das andere Stück zu dem »fachen Integral einen Beitrag von beliebig kleiner 
Grösse liefert; es ist deshalb erlaubt, bei der Betrachtung der Integrale auf 
die Stücke der zweiten Art keine Rücksicht zu nehmen. Für jedes der in 
Rede stehenden Theilgebiete hat die Functionaldeterminante ein festes Vor- 
zeichen &,= +1, und jedem Theilgebiet entspricht einfach ein bestimmtes 
Gebiet der &., &» ... &,. In der Gleichung, welche entsteht, indem der aus 


>19 
45.) eninommene Werth von 4 in (48.) substituirt wird, 


\ mfP ($ı 0, & d, al 5, 0) w ds, dS: ... ds, 


F"- l 


32. | 
[# n)/b (By Ey 0a) Get! 2,2,144—u) F“ GG) da,...de, 
il. on | 


LE zz 





stellt die linke Seite ein Aggregat von Integralen dar, welche sich über die 
bezeichneten Gebiete der 5, &. ... £, erstrecken. Die Constanten e der 
Function F kommen auf der rechten Seite nur in ganzen rationalen Verbin- 
dungen vor, folglich bleibt der Werth der rechten Seite auch nach Ausführung 
der von den e unabhängigen »fachen Integration eine ganze rationale Function 
der Grössen e. So entsteht der Satz, dass das auf der linken Seite von (52.) 
befindliche Aggregat von Integralen einer ganzen rationalen Function der 
Coefficienten e der Zählerfunction F gleich ist, und dieser Satz schliesst den 
am Ende des vorigen Abschnittes hergeleiteten Satz über die Volumina der 
von Fusspunktsflächen begrenzten Räume als besondern Fall in sich. 


Bonn. den 3. Juni 1866. 
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Ueber einen Satz aus der Determinantentheorie. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 








j n.n—1 Zu j 
Bexzeichnei A das Product der er: ang Differenzen, die man erhält. 
wenn man jede der Grössen &,, 2. ... x, von allen folgenden abzieht. so 
ist bekanntlich 
A = 1 Ti x er ee 
ke SE Be 
| 
cr Wer Te. 


Man kann ohne diesen speciellen Fall als bekannt voraus zu setzen. einen 


viel allgemeineren leicht beweisen. 
k 
Versteht man nemlich unter C(x,&%,...x;) die Combinationen mit unbe- 


schränkter Wiederholung zur Classe % aus den Elementen #,,. 5. ... x. 
wobei die einzelnen Elemente in jeder Form als Factoren betrachtet und die 
einzelnen Formen addirt werden, so ist 


k+1 k+1 k 
1) C(2...0)—-C (2...) = (a -2)C(&...2ı). 


k 
Denn wenn man den Ausdruck (2,—x,)C(z,...x;) entwickelt, so heben sich 
offenbar alle Glieder auf, in welchen zugleich die Elemente x, und x, vor- 
k 


kommen, da jedem in C(z,...x,) vorkommenden @rliede, welches x’ x? enthält 


ein anderes entspricht, welches z?”'x?'' enthält, so dass das erste mit «, 


multiplieirt, dasselbe giebt, wie das zweite mit x, multiplieirt. Es bleibt also 
k 
nur die Differenz des mit x; multiplieirten Ausdrucks C(z,...x;) und des mit 
k 


x, multiplieirten Ausdrucks C(x,...x;_,). Andererseits heben sich in dem 
k+1 k-+1 
Ausdrucke € (z3...2,)— € (x,...x2_,) offenbar alle Glieder auf, welche nur 


aus den Elementen x,...x,_, zusammengeselzt sind. Es bleiben also von 
k-+1 +1 
© (2...) nur die Glieder, welche den Factor x; enthalten, und von © (z....2;_, 


nur die Glieder, welche den Factor x, enthalten, d. h. es bleibt auch hier die 


k k 
Differenz 2, C(2...20)— 2, C(z,...2%_1). 
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Bezeichnet man, unter der Voraussetzung, dass m die Anzahl der 
k+1 
Elemente z,, &,, -.. &, ist, durch D (x,,...x2,) die Reihe 


k+4-1 k k—1 
C (2,%,...%,) 4 9 34m (DR: Eu) Html (DE, ,) ++ ram: 
WO Ayııms A2kım U. S. W. beliebige Coefficienten sind, so hat man also 


k+1 
D (z,2....%_ı) 
k+1 k k—1 
Y \ f / 
C (218%... 2)Ft Ar (Br... 0M)+ (2 r+—1 C (82... 20)+ + rrıaroıs 


k+1 
EFREN, 


— C (2...2)4 our 1 Cl... 2) toi (Br...) + + ran, 


und hieraus folgt unmittelbar, vermöge der Gleichung (1.) 


k-+1 k-+1 k 
R.) Din...) —-D (z...0-) = (G-%)D(&8:...%)). 
1 1 
Ist 7=0, so ergiebt sich von selbst D(z....2,)—-D(x....%_) = U — X. 
Sei nun 
(Zı = ta; 
(2) = +4,20 +0,:; 
ze \ — n—1 n—? n—3 
(2 )n—ı = 8 + dın-ıT + dy n—ı T + er + d,—1,n—1 9’ 


und man bilde die Determinante 
(3.) R=|1 (21), (), ++ - (2), 
1 (2), (2), ( 


1 (2), (2), Ay (2.),_; 
so findet man, wie bekannt, indem man die Glieder jeder Horizontalreihe von 
den entsprechenden Gliedern der folgenden abzieht, 














R= (22) (21), (22), (21), ... (2), _ (2), 
(2), (2-1), (2,), (En), win = (2). ee), 
— rt k—1 
also da Te a (x„2,)s wenn man aus den einzelnen Horizontalreihen 
um wn 


die Factoren m —I,. %—%;, ... 7,—Xx,_ı absondert, 
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1 n—?2 


R= (%-2)%—2)...,—-2,_{‘\)|1 D(ze:) ... Dia) 
1 n—?2 
1 D(a.z;) + Dam) 
1 n—?2 
ı Dia,,.@). ... D(z,,=,) 








Die in dieser Gleichung auf der rechten Seite befindliche Determinante ver- 
wandelt sich aber, unter Berücksichtigung der Gleichung (2.), wenn man das- 
selbe Verfahren wiederholt, in 


1 1— 3 
(3-20) 9-2)... —-&,.)1 Da) ..... D BR: | 
1 n—3 | 
1 D(z,_: L.—1 C,)  Z D (2, 22,1 L, 





mithin findet man schliesslich, bei fortgesetzter Wiederholung desselben 


Verfahrens, 
(4) R=1. 


Der im Eingange erwähnte bekannte Satz ergiebt sich also hieraus, indem 
man die sämmtlichen Coefficienten a,,„_, u. s. w. in den Werthen von 
(2)a-ıs (2)n-2 U. Ss. w. gleich Null setzt. 

Setzt man (2), = x(z+r)(2+?r)...(e+(k—1)r), wofür man auch x" 
schreiben kann, so hat man den speciellen Fall 


(5.) u A 
ME er . A 








k 
Da nun. wenn *B den 4" Binomialcoefficienten der Potenz x bedeutet, 


a kl 
B=775- ; 50 folgt hieraus 








1 2 n—1 

Mn: Si 

1 2 n—l 

(6.) 4 A: A De A 
) 937 TmT 

1 2 n—l 

EEE nn 





Nun kann man diese Determinante in die gleichwerthige 
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n—1 


1 2 
ıi Bi. 


1 2 n—1 
IE IT. 
verwandeln, indem man jedes folgende Glied der einzelnen Horizontalreihen 
zu dem unmittelbar vorhergehenden addirt. Aus dieser letzteren Determinante 
findet man wieder, indem man die ersten zwei Glieder jeder Horizontalreihe 
unverändert lässt und jedes folgende zu dem unmittelbar vorhergehenden 
addirt, die gleichwerthige Determinante 

















1 2 n—l 
Be a Fe FREE a 
1 2 n—1 
A a 
Bei Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt sich also schliesslich 
i 2 n—1 
1 x, +1B x, +?B ER x, tr-1D 
- . d 
q.) | 9799.04. -N 
1 Kg +1B Xa +B ms. Xntn-1D 








Setzt man in diesem Ausdrucke allgemein ,=x,+k—1, so geht 4 in 
2",3"7°,..(a—1) über, also ist dann die Determinante der Einheit gleich *). 


Göttingen, im October 1869. 





*), Dieser besondere Fall findet sich schon bei Baltzer, Theorie u. Anwend. der 
Determinanten, 2. Aufl. p. 16. 
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Memoire sur les contaets multiples d’ordre quelconque 
des courbes de degre r, quı satisfont a des conditions 
donnees, avee une courbe fixe du degre m; suivi 
de quelques reflexıions sur la solution d’un grand 
nombre de questions concernant les proprictes pro- 
jeetives des courbes et des surfaces algebriques. 


(Par M. E. de Jonquieres & Paris.) 


1. Le Iheoreme suivant resout. dune maniere generale, toutes les 
questions de contacts d’ordre queleonque des courbes algebriques avec une 
courbe fixe. Afin d’en faciliter et d’en abreger l’enonee, nous adoplerons les 
notalions suivanles: 

Notations. £ designe le nombre des contacts proposes, dont les ordres 

BORE Rı. Mar Man 2: u as 

;, nombre entier, positif, pouvant etre nul: 

>;, represente la somme de quantites donnees, prises ö a ö; par exemple 
>,(a,b,c,d,...) = abe+ abd-+acd-+ bed-+ --- etc.: 

d, nombre des points doubles de la courbe U,: 

D est le quatrinöme m — 3m —2d+2: ou, plus brievement, D = m’ —2m--2: 
m' designant la classe de la courbe U,, qu'on suppose ne posseder aucun 
point de rebroussement: 

A=rm— (an +tm+m)—-p=erm— Z(n)—p; 

T, exprime le nombre des points fixes par lesquels les courbes €, doiven! 
passer. Parmi ces points donnes, p peuvent elre pris sur la courbe fixe 
U,„; ils peuvent meme, en tout ou en parlie, y eire infiniment voisins 
les uns des autres, ce qui implique, pour les courbes C©,, la condition 
commune d’avoir, avec U,, des contacts d’ordres donnes en des points 
designes 6, 6, .... ete., outre celle de toucher celte courbe, en des points 
indetermines. par des contacts d’ordres n,. m. ... m: 


Ia-+l). designe le produit des # facteurs (n,+1)(»»+1)...(»,+1): pareillement 


il) 


I(D-—2i), designe le produit D(D—2)(D-4)...(D—-2i); et 


L) 


E 
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IT (X—i), designe le produit (X—i) (X—i—1) (X—i—2)... (X—t+1); enfin 


u exprime le nombre des courbes C,, qui satisfont a toutes les conditions pro- 
posees, aulres que celles des contacts en des points indetermines de U,, 
et qui passent, en outre, par m, +m-+ ---+n, points fixes. 
Cela pose, voici l’enonce du theoreme general dont il s’agit: 


Theoreme Il. Si des courbes C,, de degre r, doivent: 


I’. toucher une courbe fixe U,„, en t points distinets et indetermines, par 
des contacts d’ordres nı, Mm, ...n,, respeclivement; les indices n,, Mm, ...n, 
etant d’ailleurs tels quon ait: m ++: +n,<- mr—t—p-+1; 


2°.  passer par T points fixes, dont p sont pris sur U,, a distance finie ou 
ü distance infiniment petite les uns des autres, par groupes; 


‚20 » 24 » ® A) r f; bj 3, 
3. enfin, salisfaire ä | \ > h 





—&(n)—T] autres conditions , quelconques 
mais etrangeres a la courbe U,,; 

ie nombre des courbes C,, qui satisfont a toutes ces conditions, est 
donne, en general, par la formule: 


i—U) 











| N (X—i), 
| - 5 (n) 
Bu U a 
e=2 EA 
7 ‚DA "-$) « -D(D-2), 
i=3 > 4 n) 
+ 1 (X). D(D-2)(D-4), 
a.) N\=u.M (n,-+1) Rn 0 a 
| ı—1—)3 A = h 
rm (X—$)- Er 1 (DER), 
Fe < er i—U i 
ra, AH): ger Er 1 (D-%), 
S(n) 0 
+(A —t+1): ZT 3, I, D-2i), 
Per i = 
N TREE 


Cette formule suppose que les indices », sont tous inegaux; le cas oü 


BEN RE RT? 
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quelques-uns sont egaux entre eux, donne lieu a une reduction qui sera in- 
diquee plus loin (VII.). 

Deux voies differentes conduisent a la formule (a.). et constituent par 
consequent deux modes de solution, distinets quant ä la forme, identiques 
pour le resultat; nous allons les faire connaitre successivement. Mais, afın 
d’eviter une inutile prolixite. nous n’en developperons qu’un seul avec un 

%r 
peu d etendue. 


Premiere solution. 


II. Avant d’entrer dans le detail de la demonstration. qui est ne- 
cessairement assez longue, commengons par en faire connaitre l’esprit el 
la marche. 

On suppose d’abord que la courbe fixe U, possede le nombre mazxi- 
mum de points doubles, savoir 4(m—1)(m—2). de telle sorte que ses points 
se determinent individuellement *), et on cherche le nombre N’ qui resout, 
a l'egard de cette courbe, la question proposee. On determine ensuite la 
diminution que les points doubles ont fait subir au nombre N qui serait re- 
latif a une courbe du degre m douece de d points doubles seulement. Soil 
N" le nombre qui exprime cette reduction; on a necessairement \=N N”. 

Quant a la cause de cette diminution, elle consiste en ce que des 
droites ou des courbes, qui passent par un point double d’une courbe, en y 
touchant une des branches de cette courbe par un contact d’ordre », empruntent 
a cette seule circonstance la propriete d’avoir en ce point, avec la courbe fixe, 
un contact d’ordre »+1. Cependant un tel contact a, par cela m&me, quelque 
chose de singulier, propre a le faire ecarter du resultat fourni par les formules 
senerales qui se rapportent aux contacts d’ordre »-+-1. proprement dits. 

C'est ainsi, pour en eiter l’exemple le plus simple, qu’une droite menee 
par un point double, remplit la condition d’une veritable tangente, puisqu’elle 
y rencontre la courbe en deux points infiniment voisins; et pourtant une telle 
droite est generalement exclue du nombre des tangenles proprement dites, ä 
cause du genre parliculier. ou pour mieux dire singulier. du contact qu’elle 


a avec la courbe. 


*) C'est & MM. Riemann, Clebsch et Chasles, qu’on doit, depuis peu de temps, 
de savoir quil existe des courbes doudes effectivement de ce nombre maximum de 
points doubles; acquisition utile pour la science. 
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On sait d’ailleurs que, si l’on a quelque motif de regarder la droite menee 
par le point double, comme etant tangente a la courbe, on doit la compter 
pour deux tangentes, et non pas pour une seule. Il y a lieu pareillement, 
dans chaque question, non seulement de determiner le nombre des courbes (, 
qui salisfont aux conditions donnees par des contacts singuliers, en passant 
par un ou plusieurs points doubles de la courbe fixe U,, mais encore de 
trouver Fordre de multiplieite de chacune de ces courbes, afin d’en conclure 
avec preeision le nombre des courbes tangentes dont elle tient lieu dans la 


solution generale du probleme propose. 


u 

Ill. Le premier terme de la formule (a.), savoir u. 11 (n,+1) . TH (X—1). 

est preeisement le nombre N’, qui resout la question proposee, a l’egard d’une 

courbe U, douee de 4m —1)(m—2) points double. La somme de tous les 

autres termes represente le nombre N” des courbes ©, qui, passant par les 

points doubles que la courbe U, possede en excedant de ceux de la courbe 

U,, ont des contacts singuliers en ces points avec U,. C'est ce que nous 
allons prouver successivement. 

IV. Supposons d’abord que les conditions, autres que celles des con- 

tacts avec U, auxquelles les courbes €, doivent satisfaire, consistent exelusi- 

vement a passer par des points fixes, dou «= 1. Nous allons demontrer que 


Theoreme Il. 8: des courbes C, doivent: 
1’. toucher une courbe fixe U,, douee de }(m—1)(m—?2) points doubles, 
en t points distinets et indetermines, par des contacts dordres n,, m, ... n,. 
respechvemnnt; 
2°.  passer par T points fires, dont p sont situes sur U,„; 


‚ i Pe r(r + 
3”.  enfin, passer par I = — 





3) m / \ Y . » r 
-— 3 (n,)—T autres points fices etrangers 
1 


a la eourbe U,,; 
le nombre des courbes Ü,, qui satisfont a la question, est egal ä 


11) 


(By) Ne In-+1). I (X—i). 


—t—1 


Nous diviserons la demonstration en trois parties, pour y menager comme 
autant de points de repos. Dans la premiere, nous prouverons que si la 
b.) est vraie pour £—1 contacis d’ordres n,. 9», ... %,_ı, elle est vraie 
.2%,_1» 1. Dans la seconde, nous prouverons 


formule ( 
pour # contacts d’ordres n,. 2, . 
que. si elle est vraie pour f—1 contacts d’ordres n,. "2. 9%,» ... My_,, el aussi 
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pour £ contacts d’ordres n,, %, ... 2,_1, (2,—1). elle l’est encore pour # contacts 


d’ordres n,, 92, ... %4_,. 2,. Enfin, dans la troisieme parlie, nous demontrerons 
l'exactitude des deux hypotheses sur lesquelles on s’appuie dans les deux 
premieres. 

V. Premiere partie de la demonstration. On admet que la 
formule (b.) est vraie pour £—1 contacts d’ordres quelconques, et il sagit de 
prouver qu’elle est vraie pour un contact de plus, l’ordre de celui-ci etan! 
egal a lunite. 

En effet, par un point x de U,, il passe, d’apres I'hypothese,. /° courbes 
C,, dont chacune satisfait aux conditions donnees et, en oultre. touche U, 
en £—1 points indetermines, par des contacts d’ordres n,,. m. ... 29.13 P 


ayant pour valeur 
Irm— (nn ++ +n,_,)—1—p] 


' [rm (mn +n++n_,)-1-p-1] 


P= (a+1)R+1)..(m,t1)-( [rm— (n,- + ++n9,_)—1-p—-2] 


[rm (+9 ++n_,)-1—-p-t+2]. 
Chacune de ces courbes C, coupe U, en d’autres points simples, que nous 
appellerons generiquement y, et dont le nombre est egal a 
0 = rm—-(n-+1)—- m; +1)—- (+1) — -— (n,_,+1)—1—p. 


Done, ä un point x, il correspond, sur la courbe U,, P.Q points y. Re- 
ciproquement, par un point y, il passe P courbes C,, qui sont dans les memes 
conditions; et, a un point y, il correspond P.Q points x. Par consequent il 
ya, sur U,, 2P.Q points x, dont chacun coincide avec le point y correspon- 
dant; c’est-a-dire quil existe 2P.Q courbes ©,, dont chacune touche encore 
une fois U, par un contact simple, independamment des #—1 contacts d’ordres 
Nır Na. Ns. n,_,. qu'elles possedent toutes avec cette courbe fixe. Orona 
rm—(n+m++m_)—Pp] 


\ [rm—(n ++" +n,_)—p—1] 


2P.O = Ban BEE H Meg na F9_1)—Pp—?] 


[rm —- (nn ++ na, +1)—p—t+1]. 


Ce qui est precisement la formule (b.). dans laquelle »,=1. 
VI. Deuxieme partie de la demonstration. On admelt, comme 


ci-dessus, que la formule (b.) est vraie pour £—1 contacts n,. m, ... n, ,, 
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et. en outre, qu’elle l’est aussi pour f contacts d’ordres n,, 9, ... %_. 9—1; 
il sagit de prouver quelle est vraie pour # contacis nı. Ns... Mi. M,, 
qui sont les m&mes que les precedents. sauf le dernier qui compte une unite 
de plus. 


Par un point quelconque x de U,, par les »,—1 points de U,, infini- 


ment voisins du point x, et par les T-+T’ autres points donnes, on peut, en 
vertu de I'hypothese. mener P courbes C,, dont chacune touche U, en t—1 
points, autres que x, par des contacis d’ordres »,,. %, ... %,_,. tandis qu'elle 
la touche au point x lui-meme par un contact d’ordre »,—1: P ayant 
pour valeur 

rm— (nn +m; + +n,_,)—-%,—p] 

[rm— (nn +m + +n,_,)-—p—-1] 

P= (n+H1)m+1)...n,_,+1)-( - 

Irm — (nn +m+--+n,_)—-n,—p—t+2] 

Irm— (nn +m4+.+n,_)-,—p-t+1|. 
Chacune de ces courbes coupe U, en ( autres points simples y, Q ayant 
pour valeur O = rm— (n,+1)— (m+1)— -— (n,,4+1)—p-—t; car ici la partie 
soustraclive saccroit du nombre f, savoir: le point x et les #—1 points in- 
finiment voisins, qui sont, aussi bien que les p points donnes, pris sur U,,. 
Ainsi, a un point x, il correspond P.Q points y. Reciproquement, en vertu 
de la deuxieme partie de l’'hypothese, par un point simple y de U,, on peut 
mener R courbes C,, dont chacune la touche en f—1 autres points, par des 
contacts d’ordres n,, 9%, ... %,_,, et en un £'“* autre point x par un contact 
d’ordre »,—1; le nombre R ayant pour valeur 


rm— (n ++ +n,_,+(9,—1))—p—1] 
.[rm— (n+»+ -+n,_1+{2,—1))—p—2] 
R= (n+1l)a+1)...(m_1+1):n.. [rm (n+m»+ -+n,_1+(2,—1)) —9—3] 


[rm (n ++" +n,_,+{9,—1)) p—t]. 


Ainsi, a un point simple y, il correspond AR points x, dont chacun est, pour 
les courbes C,, un point de contact d’ordre »,—1. Done il existe, entre x 
et y, une relation algebrique de la forme 

(e.) A.2"(y"+B.y" "+... ete.)+ 0.2" (y’’P’+ + ete.)+ etc. = 0. 


Il est evident que le coeffieient A n’est pas nul en general. Car si Von 








ers 
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suppose le point y a Finfini, il n’y en a pas moins AR courbes ©, tangentes 
a U, dans les conditions precitees, et par consequent AR points = correspon- 
dants; ce qui exige que le terme A.x” existe dans l’&quation. 

Actuellement, si l’on suppose @=y, chacune des courbes pour les- 
quelles cette eirconstance se presente, a f contacts avec U, d’ordres n,. n,...n,. 
respectivement, done satisfait a l’enonce de la question. Or, dans ce cas, 
la formule (e.) devient du degree PO+R en x seul; done il existe, en oe- 
neral, PO+R courbes satisfaisant aux conditions donnees; et il est aise de 
voir que ce nombre est precisement celui qu’exprime la formule (b.). 

VI. Troisieme partie de la demonstration. Il s’agit enfin 
de demontrer l'exactitude des deux hypotheses sur lesquelles reposent les 
raisonnements des $. V. et VI. 

Or, si Von suppose que les courbes €, forment un faisceau, c’est-ä - 
dire aient toutes les m&mes points diintersection (dont p situes sur U,), et 
qu’elles doivent toucher U, par un contact simple, on prouve immediatement, 
en raisonnant comme ci-dessus (V.), que le nombre des courbes qui salis- 
font a la question est 2(mr—p—1). Donc, en vertu de ce qui a &le de- 


montre (V.), sil s’agit de courbes C,, ayant en commun un, deux, ... »,—1 
points de moins que ci-dessus, mais en revanche ayant avec U, un seul 
contact du premier, du second, ... du z”” ordre, le nombre des courbes 
satisfaisant a la question devient, respectivement, 

S(rm—p-?R); Alrm—-p—-3); ... m+tIl)(rm—p—n,). 

Ensuite, en vertu de ce qui a ete demontre (VI.), on trouverait pour 
un deuxieme contact d’ordre 1, 2, 3, ... r, [le nombre des points communs 


aux C, diminuant successivement d’une unite, de telle sorte que le nombre 


r(r-+3) 
> ı 





total des conditions donnees soit toujours ‚ on trouverait, disons-nous. 


les nombres respectifs: 
(2,+1).2 [(rm— (rn +1) —p):(rm—(n+1)-p-1)] pour m =1: 
(2,+1).3[(rm— (m +2) —p).(rm—(n+2)-p—1)] pour m =2; 


(2, +1)(m +1) (rm — (n+m)—p).(rm—(n+nm)—p-1)] pour m=n,;: 
Et ainsi de suite, de proche en proche, en s’elevant chaque fois d’une unite, 
soit dans l’ordre du contact, soit dans le nombre des contacts, jusqu'aux 
nombres et aux ordres de contacts exprimes dans les enonces des deux hy- 
potheses; ce qui demontre la proposition. 


EEE 
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VII. Remarquons que le nombre represente par la formule (b.) est 
le nombre des groupes de points de contact. Si tous les indices n,, m ... m, 
sont inegaux, ainsi que le supposent les enonces des theoremes I]. et II.,. c’est 
aussi le nombre des courbes €, qui satisfont ä la question. Mais sil y en 
a qui soient egaux entre eux, q par exemple, chaque courbe se trouve, A 
cause de cette eirconstance, repetce autant de fois quiil y a d’arrangementis 
possibles de g choses entre elles, done 1.2.3...g, fois. Le nombre N’ doit 
alors etre divise par 1.2.3...q, afın quil exprime sans repetition le nombre 
des courbes ©, qui satisfont a la question. 

Par exemple, si tous les indices sont egaus, nem =-n=.—=n,. 
la formule (b.) devient: 


n+1)' | 
(4). Ni 133.7 rm —Iin—p)(rm—tm—p—1)... (rm— tn—p—t-+1). 


IX. La courbe U, peut eire une conique quelcongue; car les points 
d’une telle courbe se determinent individuellement. Les formules (b.). (d.), 
ou Yon fait m =2, conviennent donc, sans modification, A une conique gene- 
rale dans son degre. 

Ces formules conviennent. par le meme motif, a une simple ligne 
droite; ce qui donne lieu au theoreme suivant: 


Theoreme Ill. Le nombre des courbes CO, qui ont, avec une droite 


\ r(r+3 u 
fixe, t contacts dordres n,, Ms, ... n,, et qui passent par TED_Em 


1 


points fixes, est egal a In, +1). 1 [r—-Z(n)-i]. 
1 i=1— 


Remarque. Une famille de courbes €, [ou reseau d’ordre Zn) ], 





. r(r / . » . A 
qui passent toutes par I — >(n) points fixes, peut toujours &tre re- 
presentee par une &quation F,(x,y)=0, du degre r en x et y, dont les 
n er r(r +93 ie ’ 
coeflicients sont lies par u I)_>$ ») equations lineaires, ei par consequent 


restent soumis a une indetermination d’ordre Z(»). Si l’on coupe le reseau 
par une droite arbitraire, chaque courbe donne naissance aA un groupe de r 
points; l’equation F,= 0 devient du degre r en x seul, et les coefficients 


u. r(r+3) DEE i ai 
sont encore lies entre eux par —,-— 2(n) equalions lineaires seulement. 


Quand une courbe du reseau touche la droite par un contact d’ordre n, 
lequation F,|x) = 0 possede (n+1) racines Egales entre elles. Si une courbe 
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du reseau touche la droite en deux points, par deux contacts d’ordres n, el n,. 
l’equation possede deux groupes de racines egales, l’un de »,-+1 racines, ei 
l’autre de m» +1; et ainsi de suite. 

D’apres cela, le theoreme III. exprime une condition ä laquelle les 
coefficients d’une @quation du degre m doivent salisfaire, pour que cette &qualion 
ait £ groupes de racines egales, n""*, 2“, ... ete., respeclivement. 

X. Nous venons de demontrer l'exactitude du premier terme de la 
formule (a.), designe par N’, dans le cas de «—=1. Nous allons. dans la 
meme eirconstance, juslifier celle de tous les autres termes, dont nous avons 
designe la somme par N”. On a deja vu (II.) quelle est l’origine de ces termes. 
Leur somme exprime le nombre des courbes C, qui, passant par un ou plusieurs 
des points doubles que U, possede en excedant de ceux de la courbe donnee U, , 
satisfont aux conditions de la question, mais par des contacis singuliers. Il s’agit 
done de determiner la provenance, l’espece, le nombre et l’ordre de multiplieite 
de ces courbes. Pour cela, nous commencerons par etablir le femme suivant. 

XI. Lemme. (Quand une courbe C, passe par un point double d 
d’une autre courbe U,, et y touche une des branches de celle-ci par un 
contact d’ordre n—1, cette C, touche U,, au point d, par un contact singulier 


i c n(n-+1 1 ; eh 

dordre n, et en represente er 5 superposees; c’est-a-dire que cette courbe 
a n(n--1 

doit etre comptee pour nn. 


En premier lieu, il est evident qu’elle a, avec U,, un contact singulier 
d’ordre n, puisque, independamment du contact d’ordre »—1 quelle a, au 
point d, avec l’une des branches de U,„, elle passe par ce point double, ce 


qui equivaut a un contact du premier ordre. 
Pour demontrer influence que la seconde partie du lemme attribue ä 


un point double, examinons le cas oü les courbes C, doivent avoir, avec la 
courbe fixe, un seul contact d’ordre », et supposons que cette courbe soit 
une conique. D’apres ce qui a ete dit (IX.), la formule (a.) donne alors 
N = (n+1)(2r—n). 
Si la courbe fixe &tait une droite, on aurait N = (n+1)(r—n); donc, pour 
l’ensemble de deux droites, N’ =2N’=?2(n-+1)(r—n). La difference entre 
les nombres N et N” exprime evidemment l'influence diminutive du point 
double dans la conique singuliere que le systeme des deux droites represente; 
c’est-a-dire ge N—N” exprime le nombre des courbes C,, osculatrices 
d’ordre n a cette conique, auquel Equivalent les deux C, qu’on peut mener 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 4. 38 


EEE EEE RER 





298 Jonquieres, sur les problemes de contact des courbes algebriques. 


par le point d’intersection des deux droites, et par les »—1 points infiniment 
voisins,. soit sur une, soit sur l’autre droite. Or on aN—-N"=xa(n-+1); 
done chacune des deux C, dont il s’agit equivaut a al courbes C,, 0s- 
culatrices dordre » a la conique. D’ailleurs le degr&e de celte derniere courbe 
est evidemment indifferent a linfluence propre du point double, et par conse- 





\ n(n-1 - . 
quent le meme nombre \ n exprime celle influence sur une courbe d’ordre 


queleonque; ce quil fallait montrer *). 
Corollaire. Si une courbe C, passe par deux points doubles d’une 


courbe U, et possede, en ces points respeclivement, des contacls singuliers 


i ın.(n M(n,-+1) 
d’ordres »,, », avec U,,. la courbe ©, en represenle — 1G a EN 





superposces. Plus generalement, une C, qui passe par g points doubles d’une 
courbe U,, et possede, en ces points respeclivement, des contacls singuliers 





d’ordres 2,, 9: -.. N, avec U,, doit eire complee pour 
MN + Ne, +) (an, -1)...(n, +1) 
21 


courbes C, possedant des contacts de meme ordre avec U,, mais en des 


points autres que des points doubles. 
Xll. Cela pose, les contacts singuliers, dont nous cherchons le nombre, 
ne peuvent provenir que d’une des circonstances ci-apres, designdes par 


(a), (P), (Y), -. - etc., savoir: 
(@) Quand une courbe C, passe par £ points doubles de U,, et possede, 
en ces poinls respeclivement, des contacts singuliers d’ordres n,, %3, ... 2, 


avec lune des branches de U,; cette C, est determinee et unique; 

P) quand une Ü, passe par £—1 points doubles de U,, y possede 
des conlacts singuliers d’ordres »,, % ... 2%,_1, respectivement, et touche U,, 
en un aulre point indetermine, par un contact de l'ordre £ non employe ä 


un des £—1 points doubles; 


y) quand une C, passe par £—?2 points doubles de U, y possede des 
contacis singuliers d’ordres 7, , 9%, ... %,_,, respectivement, et touche U,, en deux 
aulres points indelermines, par deux contacts respeclifs d’ordres 2,_ı, 7;; 
re ee 6 yore 
(d) quand une C, passe par deux points doubles de U,,, y possede des con- 
tacts singuliers d’ordres n,, ”,, par exemple, et touche U,, en t—2 autres points 





”) On verifiera aisement qu’en appliquant le m@me mode de raisonnement au cas 
de deux eontacts d’ordre quelconque, on obtient identiguement le möme r£sultat. 
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indetermines, par des conlacts d’ordres n,. r,. ... r,. non employ6es aux 
points doubles; 

(e) enfin, quand une €, passe par un point double de U, y possede 
un contact singulier d’ordre z,, par exemple, et touche U), en f—1 autres 
points indetermines, par des contacis d’ordres n,, 93, ... m. 

II faut done chercher combien de fois chacune des circonslances («). 
(MM). (Y)» (d), (£), se presente, et quel est l’ordre de multiplieite de 
chacune delles. 

All. Occupons-nous, en premier lieu, de la circonstance desigende 





m —1)(m — 2 , 
yar (o). Les ( IL BR" yoints doubles que U, possede en ex- 
| J ) 


cedant de ceux de U, peuvent etre combines, ! a t, de plusieurs manieres 


distinetes; le nombre de ces combinaisons est 
D’(D'—-1)(D’—-2)...(D’—-1+1) 





1.2.3...8 
Dans chacune de ces combinaisons. on peut repartir les f contacis de 
1.2.3...t manieres differentes entre les £ points doubles qui la composent. 


Done il existe, en totalite, 
D/’D—2 D-—4 D—2t-+2 
D’_ '_9) Ki er —r) 0:0, Mi A 
D’/D'-1)(D'-2)...(D’-t41) = — (I) (I) 
arrangements differents de cette nature. 
Puis, dans un m&eme arrangement, on peut affecter le contact, tantöt 
a Fune des branches de chaque point double, tantöt a l’autre branche: ce qui 





donne 2’ varietes. 
Enfin chacune des courbes C, ainsi determinees doit eire comptee pour 
NN,N,... N } | u 
| E (+1) +1)(nz+1)...(2,+1), (Lemme XI); 
done la eirconstance («) donne lieu, par &quivalence, ä 


Zn) u 
a4) g- I (D-2) 





courbes C, satisfaisant a la question; c’est le dernier terme de la formule (a). 

Passons ä la circonstance designee par (P). 

Chaque courbe ©,, qui s’y trouve comprise, touche U, en un point 
indetermine, par un contact d’ordre »,, et passe par £—1 points doubles.. En 
chacun de ceux-ci, elle possede, y compris le point double, un point de plus 
en commun avec la courbe U, qu'il n’y a d’unites dans l’ordre du contact 
singulier aflecte a ce point double. Done, en vertu de (IV.), pour chaque 


combinaison de £—1 points doubles et chaque repartition des contacts entre 
38 * 
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les branches respectives de ces points doubles, il existe 
(2, +1) [rm —(n+1)+ (9; +1)+-+(8,_1+1))—n.—p] 
courbes C,, dont chacune a un contact d’ordre », en un point indetermine: 
c’est-ä-dire quil y en a, en totalite, 
(+1) (rm— 2 (n)—t-p-+1) — (+1) X—t+1), 


et chacune de ces courbes doit (XI.) &tre comptee pour 
Bee 
ya aa). 
D’ailleurs les D’ points doubles de U, fournissent 
1 1 , \ ' ! \ 
combinaisons distinctes, quand on les prend {—1 a t—1. Puis, dans chaque 
combinaison, les £—1 contacts de nom different peuvent &tre reparlis de 


1.2.3... (£—1) manieres differentes entre les £—1 points. Donc cette repar- 


tition donne lieu a 
N/ ! \ N] j D D—2 D-—-R1+4 
D’D'-1)...(D’-t+2) = >) ( 5 )- 
A cause des combinaisons deux a deux des branches des points doubles, il 
faut multiplier le nombre precedent par 2’”'. Enfin chacune des courbes ainsi 


determindes doit &tre comptee pour 


NN, a (n,-+1) (2,+1) €. (,_,+1); 


done la eirconstance (?) donne lieu, par &quivalence, A 
il) 


ru | 
— I (+1). A (DR). (X—1-H1).(m, +1) 


contacts, tels que z,, auxquels on affecte le privilöge de toucher la courbe 

















U, en un point indetermine. 

Comme il faut assigner successivement ce meme röle aux £—1 aulres 
contacts 721, Rıs ».. %ı_ı„ Je nombre ci-dessus doit &Etre repete £ fois, en 
faisant varier simplement chaque fois le numerateur du premier facteur fraction- 
naire, qui serait successivement 

(Millor. Mi) (Mi-M2...14_2:0) (Mi-92...1;_3-.0_1:0,), etc. 

Donc la somme de tous les termes semblables, qui represente l'influence 

totale de la eirconstance (P), est egale a 
Sin 
Io +1). AH) gar A (DR): 


c'est l’avant-dernier terme de la formule (a). 











Jonquieres, sur les problemes de contact des courbes algebriques. 301 


Occupons nous actuellement de la circonstance (y). 

Chacune des courbes C, qui s’y trouve comprise, passe par f—2 
points doubles et y possede des contacts singuliers. D’apres (IV.), on peut 
mener (»,_,+1)(n, +1) (X—t+2)(X—t+1) courbes C,, dont chacune touche 
U,, en deux points indetermines par des contacts d’ordres n,_, et n,, et 
possede, en {—2 points doubles, des contacts singuliers d’ordres n,, 2. ... %,_- 
respectivement. 


ac e ! D'(D’'—1)...(D’—t-+3 
Les D points doubles, prist—2 a t—2, fournissent 13 ke Ta 





combinaisons distinctes, dont chacune comporte 1.2.3 ... (£—2) arrangements 
differentis des t—2 conlacls employes, entre les —2 points doubles de chaque 
combinaison, et enfin 2’”” combinaisons des branches de ces points doubles entre 
elles. Ainsi. pour chaque association de deux contacis, tels que n,_,ı, %; 
auxquels on atiribue le privilege de toucher U, en deux points indetermines, 
on a, par @quivalence, (chaque courbe devant &tre comptee 








SE (m+1)m+1)...(m2+1) fois), 
ug | => .- N ah | 
573 ee (+1): 1 (D-2:i).n,_., +1), +1) X—t+2) X —t-+1 


courbes €, satisfaisant a la question. Dailleurs les £ contacts peuvent eire 


.r v t L— 1 .. . ‚ 0) . 
associes deux a deux de hu ah} manieres differentes, dont chacune fournit 


2 
un terme analogue au precedent. On a done enfin 
= (m) 1 i—0 
I m+1). I, (D-%).(X—14+2)(X—t41 


courbes C, resultant de la eirconstance (y); c'est preeisement l’antepenultieme 


terme de la formule (a«.). 

En continuant a raisonner de la meme maniere, on arrive sans peine 
a reconnaitre l’exactitude de tous les autres termes. La formule (a.) est done 
demontree, du moins dans l’hypothese de «=1. Il faut maintenant examiner 
le cas ou « a une valeur differente de l’unite. 

XIV. On se rappelle que nous avons appel& u, le nombre des courbes 
C,. qui, satisfaisant a toutes les conditions proposees, autres que celles de 
toucher U,, en des points indetermines, par des contacts d’ordres n,, %» ... %,- 
passent en outre par =(n) points fixes, ce qui acheve de les determiner. 


D’apres cette definition, si l’on considere l’equation generale F,(z,y), du 


% 
= 
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degre r entre les coordonnees x, y; qu’on y substitue successivement ä zei y 
les coordonnees de ces = (n) points; puis qu’on effectue l’elimination entre les 


> (n) equalions (lineaires par rapport aux coefficients) auxquelles ces substi- 
I 


r(r +3 ” 
tutions donnent lieu, et les ir aulres equalions entre les coelfli- 


eients de l’equation generale F,, qui expriment les autres conditions donnces, 
le degr& de l’öquation finale resultant de l’elimination, est du degr& « par rapport 
a ces coefficients; car ceci nest qu’une autre maniere de presenter la defi- 
nition de lindice «r. 

Or, en prouvant l’exactitude de la formule (a.) dans le cas de « =1., 
nous venons de demontrer que l’equation finale, qui resulte de l’elimination 
entre les equations (en fonction des coefficients) qui expriment les conditions 


r(r-+5) 


des eontacts n,. Mm, ... %,, avec U,, et les 5, Son (n) equations (li- 


1 
n6aires par rapport & ces coefficients) qui resultent de la substitution ä x el 
y, dans l’equation generale F,(x,y), des coordonnces de tous les points fixes 
qui, dans cette hypothese de «—=1, completent seuls la determination des 
courbes. que cette @quation finale, disons-nous, est du degre N par rappor!i 
aux coeffiecients; N ayant la valeur donnee par la formule («a.) dans laquelle 
on suppose «u —=1. 

Done lequation r6sultante de l’elimination entre l’equation generale 


r(r+3) 


F.(x,y)., dont tous les coefficients sont indetermines, et les —;— equations 
qui les determinent en exprimant toutes les conditions donnees, quelles qu’elles 
soient, sera, en general, du degre uN; c’est-a-dire, quil y aura, en general. 
u N systemes de valeurs des coefficients qui, substitues dans l’equation ge- 
nerale du degre r, satisferont ä toutes les conditions donnees, et par con- 
sequent quil y aura un pareil nombre de courbes CO, y satisfaisant aussi. 
C. q. f.d. 

XV. En disant que la formule («a.) fait connaitre en general le nombre 
des courbes C©, qui satisfont a la question, nous faisons allusion aux solutions 
singulieres qui peuvent y 6tre confondues avec les autres. Alors le nombre 
donne par la formule est trop fort d’une quantite qui varie avec les condi- 
tions m&mes du probleme, et qui doit, dans chaque cas, &tre l’objet d’une 
determination speciale, souvent difficile, parfois meme impossible ä effectuer 
dans l’etat actuel de la science. 

Si une telle eirconstance se presentait inopinement, nous voulons dire 


#2 2 Sal. 
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sans quon püt en eire averli a l’avance, la formule (a.) et celles qui en 
derivent perdraient de leur interet. Mais il n’en est heureusement pas ainsi, 
et il est generalement possible, en &tudiant avec un peu d’attention les donnees 
particulieres du probleme, de deeider a priori si la formule (a.) echappe ou 
non Aa ces cas d’exceplion qui la mettent en defaut numeriquement. 

Une discussion approfondie sur ce sujet nous entrainerait plus loin que 
ne le comportent les bornes du present memoire. Mais nous allons ätudier 
avec quelques details le cas ou les conditions que doivent remplir les courbes 
C,, outre celles des contacts preserits avec U,, sont de passer par des points 
fixes. On peut alors (T etant le nombre de ces points) assigner au nombre 
T une limite, au dessus de laquelle les solutions singulieres sont impossibles. 
et ou par consequent la formule (a.) ne doit subir aucune reduction. Cette 
limite a d’ailleurs une plus grande generalite. Par exemple, sil ya ala 
fois, parmi les conditions de la question, des droites ou des courbes. que les 
courbes C, doivent toucher (m&eme par des conlaels d’ordre superieur) ou 
couper sous des angles donnes, et des points fixes qu’elles doivent traverser, 
il suffit encore que le nombre de ces points fixes quel que soit d’ailleurs celui 
des courbes ou des droiles, soit compris dans la limite favorable dont nous 
venons de parler, pour qu'on soit cerlain @ priori qu'il n’y a aucune solution 
singuliere parmi celles dont la formule («a.) fait connaitre le nombre; ce qui 
etend considerablement, comme on voit, lusage et les applications utiles de 
cette formule. 

XVI. On demontre d’abord que les seules courbes singulieres que la 
formule (a.) puisse comprendre generalement, sont des courbes Ü©, douces de 
branches doubles ou multiples, mais non pas des courbes (©, decomposces en 
courbes simples de degres inferieurs. En effet, comme les branches simples 
d’une courbe ainsi decomposee devraient salisfaire ensemble ä toutes les con- 
ditions donnees, et que chacune d’elles en parliculier ne peut salisfaire qua 
Ip(p+3) de ces conditions, si p est son degre, il faudrait qu’on eüt, p+g+ ele. 


etant egal a r, 





sr(r+3) — 3p(p+3)+3g(9g+3)+-ete., 
ce qui est impossible. 

Au premier abord, il semble que le meme motif devrait ecarter aussi les 
courbes a branches multiples. Mais on remarquera qu’une courbe (©, qui possede 
une branche double ou multiple, satisfait par ce seul fait a des conditions de 
contact, du m&me ordre de multiplieite que cette branche, non seulement avec les 
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droites ou les courbes donnees, mais aussi avec la courbe U, elle-meme., 
ce qui diminue d’autant le nombre des conditions auxquelles les autres branches 
qui completent cette C, doivent satisfaire. Par exemple, si la branche dont 
il s’agit est du degre p et si son ordre de multiplieite est q, elle a, inde- 
pendamment de ses contacis effectifs, des contacts singuliers d’ordre g—1 
avec toutes les courbes quelle rencontre, et il suffit qu’une autre courbe du 
degre r—pg salisfasse en m&eme temps a ceux des contacls proposes el passe 
par ceux des points donnes, auxquels la branche (C,)’ demeure £irangere. 
Supposons done, ainsi que nous l’avons annonce, que les conditions 
du probleme soient de toucher U, par ! contacts d’ordres n,. n,, ... n, el 
de passer par des points fixes en nombre T. Supposons aussi que la branche 
(C,)’ ne passe par aucun de ces points fixes, ou, si les conditions de contact 
avec U,, sont insuffisantes pour la determiner, qu'on ne lui affecte, parmi ces 
T points, que ceux (en nombre «) qui sont indispensables pour completer 
cette determination; de telle sorte (qu’on nous passe cetie expression) quil 
en reste le plus possible a la charge de l’autre branche, qui est du degre 
r—pqg. Ainsi la branche simple C, touche U,, par ! contacts d’ordres 
N» Mrs... N, en des points indetermines &,, %;, ... z;, et passe par « 
points, pris parmi les points donnes, et on a 
n+m+++m+a = 4p(p+3). 

Si on regarde cette courbe comme superposee g fois a elle-me&me, c’est- 
a-dire comme formant une branche de degre p, multiple d’ordre g, d'une 
courbe ©,, elle satisfail seule, a cause de cet ordre de multiplieite dont on 
la suppose douee, aux conditions suivantes, savoir: 

1°. de toucher U, aux / points indetermines &,, &3, ... x, par des 


contacts d’ordres g(a,+1)—1. gm +1)—1, ... g(n,+1)—1, respectivement; 
2°. de toucher U,, par des contacts singuliers d’ordre g—1, en chacun 
des points Y741> Yız2, -.. elte., ou elle rencontre encore U,. 


Ces points y, peuvent, selon la valeur de p, @tre en nombre superieur 
ou inferieur ä #—/. Nous admettrons la premiere de ces deux hypotheses, 
parceque c'est la seule qui doive se presenter dans les applications que nous 
ferons bientöt (XXI. et XXI.) de la formule (a.); ce qui d’ailleurs n’altere 
pas les consequences que nous avons en vue. 

Cela etant, il faut que l’autre branche de la courbe singuliere totale 


C,, laquelle est du degre r—pg, 
1°. passe par les T—« points fixes restants; 





ec 
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2°. complete, en chacun des points x, et y,;, les contacts prescrits n,. 
Na ++» N: 

Dans le cas oü le nombre des points x, el y, r@unis serait inferieur. 
d’une quantit& 5, au nombre f des conlacts »,, la branche C,_,, devrait avoir 
encore, avec ÜU,, / contacts d’ordres prescrits, en des points indelermines, 
autres que les poinls &; et y,. 

D’apres ces conditions, pour que l’existence d’une courbe singuliere C,, 
ayant une branche (C,)?, soit possible, il faut qu’on ait la relation 


(r—pq)(r —pq-+5) 
2 


+1 


i—1 i 
a T-a+z (n.—qn—g+1)+ 3 (n—g-H1). 
i i—=1 





d’ou Von tire 
1 


u" 2 3 i b = 
T = r par: pgt 2_E.(m)+g.2 (m)+tg-1)4 a. 





et par consequent la limite cherchee est 





3% ad a 1 i=ı 
) € > x Pan is 1_2 rg. (m) +tig-1)re, 


relativement aux solutions singulieres de l'espece [C,_,,+(0,)°]. 

XVII. Examinons en partieulier les solutions singulieres de l’espece 
(C,_2+ 07), e’est-a-dire celles ou une courbe (©, se decompose en une courbe 
du degre r—2 et en une droite double ou conique infiniment aplatie. Dans 
ce cas, la limite assignee par la formule (m.) devient, a cause de p= 
et q=2R, 


rc-N_ 5, Yan gi; 
(n.) pe 5 = (n)+2.2 (n,)+t+0e—1. 


Quatre cas peuvent se presenter; car une droite peut occuper quatre positions 
differentes par rapport a U, savoir: 

1°. eire une tangente diinflexion de U,; 

2°. toucher U, en deux points; 

3°. toucher U, en un seul point, et passer par un des points donnes., 
ce qui acheve de la determiner; 

4°. etre simplement secante de U, et passer par deux des points donnes. 
La premiere circonstance suppose que l’un au moins des contacis n, soit —4; 
car une tangente diinflexion, prise deux fois, a un conlact du cinquieme ordre 
avec U,; 
la seconde suppose que tous les indices n; sont <5 et que deux d’entre eux 


au moins sont —>2; 
Journal für Mathematik Bd. LXVI, Heft 4. 39 
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la troisieme implique que l'un des indices n,; est >2, < 5; 
enfin la qualrieme suppose que tous les indices n, sont < 3. 
Dans les deux premiers cas, on a a=0 et I(n)=?; la limite 


est done 


r> N er 
Dans le troisieme cas, on aea=1 et F(n,)=1; la limite est 
T> ade | D - 2. (n)+t+2. 
Enfin,. dans le dernier cas, on aa =2, &Z(n,)=0; et par consequent 


T— — 1) - Z (n)+t41. 


Ce sont ces trois limites que nous avons fait connaitre dans une communi- 
cation inseree aux Comptes- Rendus de l’Academie des sciences (Septembre 
1866). Les solutions singulieres de l’espece (C,_.+07) seront done Ecartees 
toutes les fois que le nombre T satisfera, selon le cas, ä l’une des relations 
qui pr&ecedent, les autres conditions elant d’ailleurs celles qui sont indiquees 


plus haut. 
XVII. La formule (a.) suppose essentiellement que tous les indices 


His Man... My, Sont inegaux. Les remarques deja faites ä ce sujet (VIII.) 
trouvent encore ici leur application. Si g de ces indices sont egaux entre 
eux, il faut diviser le nombre qu’elle exprime par le produit 1.2.3 ....g. 


XIX. Pour mieux fixer les idees, nous avons d’abord suppos&e que 
la courbe donnee U, n’a que des points doubles. Si elle possede a la fois 
des points multiples d’un ordre plus eleve et des points doubles (qui pourtant 
ne soient pas des points de rebroussement), on commence par @valuer le 
nombre total d des points doubles, auquel les points doubles et multiples de 
U, reunis sont €quivalents, en se rappelant qu’un point multiple d’ordre s 
equivaut a 4s(s—1) points doubles; c’est le nombre d ainsi obtenu, quil y 
a lieu de substituer dans l’expression de D, pour qu’on puisse, dans cette 
eirconstance, faire usage de la formule («.). 

XX. Avant d’aller plus loin, montrons par quelques exemples que les 
resultats de cette formule s’accordent avec ceux que d’autres g&eomeltres ont 
obtenus, par des methodes tres-differentes, dans le cas particulier de r=2 *). 





*) Zeuthen, Nyt Bidrag til laeren om systemer af Keglesnit. Kjöbenhavn 1865. 
A. Cayley, nombre des coniques determindes par cing conditions de contact. — Comptes- 


Rendus de l’Acad&mie des sciences, t. LXIII. p. 9. (Juillet 1866.) 








EEE 
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C’est d’abord ce qu’on verifie immediatement, a l’egard des formules 
donnees par M. Zeuthen dans tous les cas oü le nombre T des points fixes. 
par oü les coniques doivent passer, satisfait aux conditions de limite ex- 
primees dans le $. XV. 

Supposons, qu’on demande N.[(U,)’, U,, 1p], e’est-ä-dire le nombre 
des coniques qui passent par un point fixe, touchent en un point designe # 
une courbe du degre m, dou6e de d points doubles, et touchent cette m&me 
courbe, en un point indetermine, par un contact du second ordre. 

Onar=2, t=1,m,=2, T=3 et p=2 infiniment voisins sur U,, 
d’oüu «=1. La formule (a.) donne done, pour le nombre cherche, 


N=3(m’—m—Rr2d—2) = 3 (m’— 2) (Zeuth. p. 64). 


\ 
Si les donnees sont r=2, t=1, m, =1, T=4 et p=3 infiniment voisins 
sur U,„ au point 6, d’oüu «=1, la formule (a.) donne 


N[(U,)’, (U, )» 1p)] = 2m-+m’— 6 (Zeuth. p. 69). 


Sifonar=2, t=2, u» =m,=2, T=1, p=0, doüu u=1; on trouve, en 
ayant egard ä la remarque du $. VIH., 
N[?2 (U, ), 1p] = m’ — 9m’— 9 (Zeuth. p. 77). 
en posant ! = 3m (m—2) —6d. 
Soit encore r=?2, n=?2, T=2 et les coniques doivent toucher une 
droite donnee, d’ou «=2; la formule (a.) donne 


N(U,,2p,1d) = 6m’ (Zeuth. p. 56). 
etc. elc. 


XXI. Quand le nombre T n’est pas compris dans les limites favo- 
rables, la formule (a.) englobe ä la fois les courbes pures qui satisfont ä 
la question, et les solutions singulieres produites par les courbes a branches 
multiples qui y satisfont aussi. Dans le cas de r=?2, qui nous occupe en 
ce moment, ces solutions singulieres, dont le nombre est a defalquer, sont 
des coniques infiniment aplaties ou droites doubles. Il est souvent facile 
de les discerner. Citons quelques exemples. 

Soit r=?2, t=2, m,» =m;=1, T=3 et p=2, infiniment voisins en 
9 sur U,„, d’ou u =1. 

La formule (a.) donne, pour le double du nombre total des solutions, 


2N[U,,2(U,), 1p] = m’+2m’—17m’— 2m + 4d’— Am’d— Amd + 36d + 40. 
39 * 
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Les solutions singulieres proviennent de la droite, regardee comme double, 
qui joint le point donne au point 0; elles sont done au nombre de 4 (m—1)(m—2). 





























et chacune doit etre comptee pour deux. Le nombre ä soustraire est done 
2 (m’—3m-+?2), et il vient 
2N = m*-+ 2m? — 19m? + Am — Am’d — Amd + Ad’-+ 36d-+ 36; 
ce qui s’accorde avec la formule (10%.) de M. Zeuthen, p. 49, en y faisant. 
conforme&ment aux formules de M. Plücker, 
»=m(m—1l)—2d et 2t= (n—m)(n+m—9)+2d. 
Le cas de N(U,,U,,1p) donne lieu a une verification semblable. 
vor rd, ad, . m = nm =1, TR, 57=0, 4d=-Q, wel, la 
formule (a.) donne, en ayant egard a (VII), 
NI(3U,,2p] = 4m(m—?) (m* + 5m’ — 17m? — 45m + 104). 
li faut retrancher de ce nombre celui des solutions singulieres produites par 


la droite qui joint les deux points donnes, regardee comme double ou comme 

m(m—1)(m—?) 
Be 

chacune doit @tre comptee pour 4; ainsi il faut retrancher 4m (m—1)(m—2). 





elant une conique infiniment aplatie. Il y en a donc „ dont 


et il vient 
N.[BU,,2p] = 4m(m—2) (m’+5m’—17m’—49m+108) (Zeuth. p. 37). 
On verifierait de möme la formule relative a N(U,;,2U,,1p). 
Soil encore r=2, t=2, n=9, 9,—=2, T=(0, et, pour simplifier, d=0. 
La formule (a.) donne 
N = 1&8m*— 48m?’ — 114m? + 238m. 
Les solutions singulieres sont dues aux tangentes doubles de U, dont chacune 
serait regardee comme une conique infiniment aplatie et comptee six fois. 
Le nombre a soustraire est done ici 
4 = 3m(m—?2)(m’—9) = 3m’— 6m’ — 27m’ + 54m. 
Et il vient 
N[(U,). (U,)] = 159m? — 42m’ — 87m’ + 234m; 
resultat conforme a celui que M. A. Cayley a enonce dans les Comptes- 
Rendus, loco citato. 
Nous ne multiplierons pas ces exemples, qui se reduisent ä de simples 
verifications numeriques, et nous nous bomerons ä ajouter qu’on trouve ainsi 
direetement, par la formule (a.), un grand nombre de celles contenues dans 
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le memoire de M. Zeuthen. On peut ensuite en deduire d’autres par la trans- 
formation polaire, les coniques ne changeant pas par cette transformation. 
Quelques-unes, en pelit nombre, ne semblent pas pouvoir se conclure 
aussi facilement, ou du moins aussi directement, des considerations qui pre- 
cedent. Par exemple, si l’on cherche, N(4(U,),1p) ou N((U,),2(U,)). 
toute droite double menee par le point donne dans le premier cas, et toute 
tangente de U,, regardee comme droite double, dans le second cas, satislail 
a Ja question, a titre de solution singuliere. Cette infinite de solutions, qui 
entraine indetermination, denote simplement qu'il est alors necessaire d’employer 
un autre procede pour decouvrir le nombre des solutions singulieres. Ü’est 
ainsi que M. Zeuthen, profitant d’une circonstance parliculiere aux sections 
coniques, est habilement parvenu a des resultats tres-complets concernant ces 
courbes. Les exemples que nous venons de citer montrent comment ces re- 


sultats se raltachent a la formule generale («.). 





Deuxieme mode de solution. — Reflexions generales. 
Me 
XXI. C’est en faisant usage d’une courbe U,, doude de = am 


points doubles, que nous sommes parvenu a resoudre la question generale que 
nous nous Elions proposee, el il est clair, par des motifs identiques, qu'on y 
pourrait employer avec le m&me succes d’autres courbes U,,, doudes de points 
multiples, pourvu que leurs points se puissent determiner individuellement: 
car c’est la seule condition indispensable quelles doivent remplir. De ce 
nombre sont, par exemple, les courbes douees d’un point multiple d’ordre m—1. 
dont nous faisions deja usage en 1861 pour d@emontrer diverses proprietes des 
courbes les plus generales *). Mais il est clair, par le m&me motif, qu'il n'est 


pas moins legitimement permis d’employer, dans les recherches de cette nature. 
’ ' m —1)(m— 2 ’ 
les courbes du degre m qui, au lieu de ( 2 ) points doubles, en 


m(m—1 EN ’ 
possedent ii ,‚ c’est-a-dire de simples systemes de nf droites; car les 








points de chacune des branches d’une telle courbe, peuvent aussi se determiner 


individuellement. 





*) Voir dans le Journal de Liouville, 2° s@rie, t. VI, 1861, notre m@moire sur les 
courbes geometriques, $. XVI. 
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Nous reviendrons tout ä I’heure, et avec quelques details, sur ce prin- 
cipe qui peut surprendre au premier abord; car nous aurons d’autres con- 
sequences ä en tirer. Mais avant d’aborder ce sujet d’une maniere plus gene- 
rale, montrons que l'’emploi d’un systeme de m droites eüt pu nous conduire 
a la solution du probleme qui fait l’objet de ce memoire, aussi bien que la 


(m — 2 =» points doubles. 





fait une courbe proprement dite, douce de 


XXI. On congoit d’abord qu’en raisonnant sur les m droites, 
abstraction faite de leurs points d’intersection (qui sont les points doubles de 


cette quasi-courbe du degre m), on obtiendra une formule analogue ä la 


| ' nsyi 2 ne m(m —1) 
formule (d.) du $. IV. Ensuite, calculant influence diminutive des u 





points doubles, comme il est dit dans les $. XI. et suivants, on trouvera un 
nombre qui. ajoule au pr&cedent, sera precisement le nombre cherche. La 
formule qui exprime celui-ci sera donc, quant a sa composition et a sa forme, 
semblable ä la formule (a.). Mais il y a plus; les deux resultats sont iden- 
liques. Sans entrer a cet egard dans de longs details, nous nous bornerons 
a prouver l'accord des resultats dans deux cas individuels de la question, 
savoir, celui d’un contact d’ordre » avec une courbe fixe U,„, et celui de 
deux contacts d’ordres 2, ei n.. 

Il suffit d’effectuer cette verification dans l’hypothese de «=1. 

1” cas. On demontre d’abord., comme nous l’avons fait (VI.), que 
le nombre des courbes C, qui salisfont ä la question, quand la courbe U, est 
une simple droite, est egal a (a+1)(r—n—p), ce qui en donne (»+1).m(r—n—p). 
pour les m droites. Reste a calceuler le nombre et l’ordre de multiplicite de 
celles qui ont un contact singulier d’ordre » en l’un des points doubles. 
II n’y en a evidemment que deux pour chaque point double, passant chacune 
par ce point double et par les a—1 points infiniment voisins sur chaque 
branche (ec. a. d. sur chacune des deux droites qui s’y croisent); ces courbes 
doivent d’ailleurs etre comptees pour 4z(n-+1). Donc les 4m(m—1) 





1 a ’ 
points doubles donnent lieu ä em (m—1) courbes C,, satisfaisant a la 


question par un contact singulier. Ajoutant ce nombre au pr&cedent, on trouve 
enfin, pour le cas d’une courbe U, generale dans son degre, 





N= (n+1).m(r—n—p)-+ an .nm(m—1) = ir mn — 3n— Rp); 


ce qui saccorde avec la formule («.). 





en ir 
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2° cas. t=2, les contacts donnes sont d’ordres n,. 2,. La formule 
(a.), developpee, si l’on y suppose p=0, pour plus de simplicite, donne 
m’. + m’ (Ara, + rn, — 6n,n,) 
n -1) N, 1 >) » ‘ 2 2 ‘ ‘ ri 
BI): = (2,4 & 11) m !+ m (Ar’— 6rn,— 6rn; — an — ?n: — an, — 2ns+ Tnın;) 
— Ir (an +; +1)+6 (ni +n}) +6 (Rn, +n,) + 60,9; 





Cherchons le meme nombre par l’autre procede. 
On a d’abord des courbes C, ayant, avec chacune des m droites, deux 


contacts d’ordres z, et »,; puis des courbes C,, ayant un contact d’ordre n, 
avec une droite et un contact d’ordre », avec une autre droite. Le nombre 
total de ces courbes est, comme il est aise de le voir par ce qui precede. 
egal a 
m(n +1) +1)(r— nm —n)(r—n m —1) 
+m(m—1)(n, +1) (+1) (r—n,)(r—n,). 


li faut actuellement chercher combien il y en a, par equivalence, qui satisfon! 
aux condilions donnees, en touchant les droites par des contacts singuliers. 


en leurs points mutuels d’intersection. 
Celles qui ont un contact singulier en un point double avec une droite, 


et qui touchent, par le deuxieme contact propose, en un point indetermine, 
une autre droite ne passant pas par ce point double, sont, par @quivalence, au 


nombre de 





2 (m +1).m(m—1) (m—2) (r—n.) 





+ ED 2, +1).mm-1)(m-2)(r—n). 


Celles qui passent par deux points doubles, en y touchant deux droites par 

des contacts singuliers d’ordres »,, n,, respectivement, sont equivalentes A 
= (m +1) (+1) .m(m—1) (m’—m—2). 

Celles qui ont, avec une droite, un contact singulier en un point double ei 

qui ont, avec cette möme droite, l’autre contact donne, mais en un point in- 

determine, sont, par @quivalence, au nombre de 





n, u 1) (92+1).m(m—1)(r—m;—n,) 


.% (m, +1) (n,+1)m.(m—1)(r—m—n,). 





2 
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Enfin celles qui ont, avec une droite, un contact singulier en un point double, 
et qui touchent par l'autre contact, mais en un point indetermine, la deuxieme 
droite passanl par ce point double, sont @quivalentes ä 





n, (n pp =. 
a 1) %+1).m(m—1)(r—m—1) 


2 


n,(n, +1), f j 2 
+ — 2 (m +1).m{m-1)(r—m—1) 


Ajoulant ensemble tous les nombres qu’on vient de trouver, on reproduil 





identiquement la formule (A.); ce quil s’agissait de constater. 

La m@me verilicalion peut se faire pour trois, pour qualre ou pour un 
nombre queleonque de contacls. Apres ce que nous venons de dire, ce n'est 
qu'une question de palience et de caleul numerique, sur laquelle il nous semble 
inutile diinsister. 

XXIV. Ces exemples et beaucoup d’autres qu'on pourrait citer con- 
{irment,. au point de vue pralique et numerique, la verite du principe dont 
nous avons fait usage en disant quon peut legitimement conclure les pro- 
prietes d’une courbe generale du degre m, de celles d’une autre courbe par- 
ticuliere du m&me degree, poureu quon tienne un compte exact de Tinfluence ex- 
ercee par les particularites de celle- ci sur la solution de la question proposee. 

Au fond, ce prineipe decoule directement de la loö de continuite, ä 
laquelle sont soumises les fonclions algebriques, et il revient a dire que, dans 
toute question concernant ces fonclions, le nombre des solutions reste invariable, 
quelles que soient les condilions parliculieres qu’on y introduise, pourvu qu on 
ait egard aux solutions nulles, infinies, imaginaires, et aA l’ordre de multiplieite 
de chacune d’elles; car ceci n'est, en derniere analyse, qu’une autre maniere 
d’exprimer le theoreme fondamental de la theorie des @qualions, savoir, qu’une 
equation algebrique entiere et rationnelle du degre », possede toujours n ra- 
cines reelles, ou imaginaires de la forme a+by—1. 

Il peut sans doute se presenter des difficultes dans l’appreciation du 
nombre des solutions dissimul&ees ou confondues en une seule, mais jamais 
disparues, dont il y a lieu de tenir compte quand on veut remonter au cas 
general de la question; il peut me&me arriver des cas d’iindetermination plus 
embarassants encore *); mais ces difficult&s exceptionnelles, qui prouvent sim- 





*) Öela arrive, quand le cas particulier qui a &t@ choisi rend infini le nombre 
des solutions cherch@. Il faut alors, ä detaut du cas gEenCral, choisir un autre cas 
particulier qui ne donne pas lieu A une telle ind&termination. 
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plement la necessil& d'une grande attention et d’une reserve prudente dans 
l’emploi du prineipe dont il s’agit. n’en infirment en aucune facon la verite. 

XXV. Quand on fait usage d’une courbe proprement dite du degere m, 
douee de una. sach points doubles, la seule diffieulte consiste ä tenir 
compte de linfluence d’un de ces points doubles. Car si cette influence est 
connue pour un seul point double, on en conelut aisement celle qui doil &eire 
altribuce a deux ou a un plus grand nombre d’entre eux. Or cette deler- 
minalion est facile. Car les coniques etant des courbes dont les points se 
determinent individuellement, on sait, en general, resoudre directement, ä 
l’egard de ces courbes, la question quon a en vue; el comme on sail aussi. 
par le meme molif, la resoudre relalivement a une simple droite, on peut, 
en considerant le systeme de deux droiies comme representant une conique 
a point double, ei comparant les deux resultats oblenus ainsi, un direetement 
et l’autre indireclement, on peut, disons- nous. en conelure sans incerlitude 
influence du point double, et parliculierement l’ordre de multiplicite de chacune 
des solutions auxquelles il parlicipe; ce qui est, en general, le nwud prineipal 
de la diffieulte (XI.). 

XXVI. Quand on fait usage, pour decouvrir ou demontrer un theo- 
reme, non plus d’une courbe U, proprement dite, douce de points doubles, 
mais d’un systeme de m droites, outre la difficulte relative aux points doubles, 
qui est la m&me que pröecedemment et se resout aussi de m@me, il s’en 
presente, dans certains cas, une autre provenant de ce que chaque droite peut 
eire regardee Aa la fois comme etant une branche de la courbe, et comme 
etant une tangente d’ordre quelconque mence ä la courbe par un point pris 
arbitrairement sur cette droite. Alors il ne semble pas aise de delterminer 
l’ordre de multiplieite quiil convient d’altribuer a chacune de ces tangentes, 
confondues avec la courbe selon une seule et mäme ligne droite *). Mais 
nous devons ajouter que celte derniere ambiguile se presente rarement dans 


*) Certaines consid@rations, en partie th&oriques et en partie num6riques, semblent 
indiquer que chacune des droites du syst&me doit &tre comptde comme repr6sentant 
autant de tangentes simples, doubles, ..... multiples, du premier, du second, ... . du 
nee ordre, qu'il est marqu@ dans le tableau ci-apr&s; ces tangentes dtant confondues 
en une seule, et comme couch6es sur la droite elle-m@me qui est une des branches 
de la courbe. Nous ne donnons toutefois ces nombres que sous toutes reserves, at- 
tendu que nous n’attribuons pas aux raisons, d’oü nous les avons deduits, la valeur 
d’une d@monstration. 

Quand une courbe U„ degentre en m droites, chacune de ces droites devrait, 
quand la question le comporte, ötre considerde comme repr6sentant: 
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les applications, et semble &tre bornee, sauf peut @tre un petit nombre de 


questions, au cas oü r=?2, c’est-A-dire au cas oü les courbes, mises en 


relation avec la courbe fixe U, sont des coniques. 


2(m—1) tangentes simples de U,, 
| 
ou 2° (m — 2) (m — 3) tangentes doubles de U,, 
ol 2’ ( 2)( 3)(m — 4) tangentes triples de U 
Ju um )(m — 3) (m angentes trıples de U, 


superpos6es. 

ou ra —— 2" (m —?)(m—3)...(m—n— 1) tangentes n'ıples 
ee 

ou 3(m—?2) tangentes d’inflexion, 

ou 4(m—?2) tangentes de double inflexion (quadri-ponctuelle) 





ou n(m—?) tangentes n-ponctuelles 
pour telles, on trouve imme@diatement, pour le nombre t' des 


En les comptant 
tangentes d’inflexion d’une courbe generale U„, la formule connue 


! = d3m(m—2). 

Sil sagit des tangentes doubles d’une courbe U„, le tableau ci-dessus indique 
que les m droites repr@sentent d’abord 2Zm(m— 2)(m— 3) tangentes double. En 
outre, chacune des droites qui joint un point double & un autre point double &tranger 
aux deux droites qui passent par celui-lä, repr@sente quatre tangentes doubles super- 

j m(m—1) (m—?)(m— 3) i 
posees. Or ılyena | 2 . > —= „m (m—?)(m’—4m-+-3); done 
- 
ces droites sont @quivalentes A 4m(m — 2) (m’— 4m +3); et sı lon ajoute ce nombre 
au precedent, on retrouve la formule connue 
i = 4m(m—?2)(m’— 9). 

Supposons qu’on cherche, toujours par le m&me proc@d&, le nombre des coniques qui, 
passant par deux points fixes, touchent une courbe U,„ en trois points distincts. 

On trouve d’abord, par un calcul facile, pour le nombre N’ des coniques pro- 


prement dites, la formule 
(m —A)(m —?2)_ j 
N: Te Ste + 6m? — 19m — 12). 


Mais il faut encore ajouter & ce nombre celui des coniques ä point double, dont chacune 
se compose de la droite qui joint les deux points donnds conjointement avec l’une 
des m droites dont est form@e la courbe particuliere U,„ qui sert & linvestigation. 
Or, d’aprös le tableau ci-dessus, chacun de ces coniques doit &tre comptde 
Done, puisqu'il y en a m pareilles, le nombre & ajouter 





.- Ef NT nn 
pour g(m—=)\m—3)(m 4). 
est &m(m — 2)(m — 3)(m—4), et il vient 


N = ım(m— 2) (m* + 5m? — 17m?’ — 49m + 108), 
ce qui s’accorde avec le r@sultat donn@ par M. Zeuthen, p. 57, et avec celui que jai 
moi-m&me trouv@ plus haut (XXI). 
Supposons encore qu’on demande le nombre des coniques qui, passant par 
deux points fixes, touchent une courbe U,„ par un contact du troisi&me ordre, et qu’on 


On a d’abord: 


emploie, pour cette recherche, un syst&me de m droites. 


na SE 
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XXVM. Sl etait necessaire d’invoquer des autoritles a l’appui des 
considerations pr&cedentes, nous citerions le Traite des proprieles projectives, 
dans lequel M. Poncelet se sert souvent, pour decouvrir les proprieles de 
coniques quelconques, de celles du cercle, e’est-a-dire de la plus simple 
de toutes les courbes du second degre. Nous pourrions eiter aussi l’exemple 


m(m—1) 
a aaa 2m(m—1)) coniques A point double, dont chacune est formde 


0,8 


par les deux droites qui Joignent les deux points donn‘s A chacun des points d’inter- 
section des m droites deux A deux, et doit ötre comptee pour 4: 

2°. Am(m— 2) coniques & point double, dont chacune est formde par la 
droite quı joint les deux points donnes conjointement avec une des m droites, compt6 e 
pour 4(m — 2) d’apr&s le tableau cı-dessus. On a done, en totalitG N = 2m (3m—5); 
ce qui saccorde avec le r@sultat donn@ par M. Zeuthen, p. Sl, et avec mes tormules, 
On trouverait peraittement, en employant les m&mes moyens de determination, 
N|(U„)’, Ip.1d] = 2m(öm— 9); ce qui est exact. Ce nombre resulte des 2m (m 1) 
coniques infiniment aplaties, qui joignent le point donn@ & chacun des points dinter 
section du syst&me, et des 4(m — 2) coniques & point double, dont chacune se com- 
pose de l’une des m droites du systeme conjointement avec la droite qui joint le point 
fixe au point d’intersecetion de la droite donnde par cette droite du syst&öme, et doit 
etre a e er deux A cause du point double quelle possöde sur la droite donnde. 

Etc. Et 

Au surplus, la difficult& r&sultant du röle quil faut attribuer A chacune des 
m droites du systeme, ne se pr&se nte guere que dans les questions relatives aux con- 
tacts ‚multiples ou d’ordre sup6erieur avec une Courbe donnde U„. Dans les autres 
questions, ce motif d’ind&eision n’existe pas. 

Cest ainsi que, des 1359, nous avions trouv& les formules g@n@rales relatives 
aux contacts des sections coniques avec une, deux, ... cinq courbes donne@es d’ordre 
quelconque, et si nous fumes le premier & ne pas accorder A ces r@sultats, qui dtaient 
exacts, la confiance qu'ils me@ritaient de facto, c’est surtout parce quiils se trouvaient 
en Adsaseord avec un r&sultat (sans doute conjectural) de M. Steiner, dont lautorite 
Etait pour nous lobjet dun lögitime respect. 

En ce qui concerne les contacts multiples des coniques avec une ınöme courbe 
U,„, nous avons donn@ plus tard, dans les Nouvelles Annales pour 1304, trois formules 
conjecturales, dont nous venons de rappeler la plus simple (celle relative aux contacts 
triples), en la completant; mais nous ne soupgonnions pas alors le röle multiple que 
jouent, dans ces sortes de questions, les droites mömes du syst&me. On voit, d': aprös 
ce que nous venons de dire ä ce sujet, que les deux autres formules, qui se rapportent 
aux contacts quadruples et quintuples, auraient besoin d’une correetion analogue, 
[sans pr@judice de la faute d’addition qui, pour la derniere et ä& cause de l’omission 
du nombre +50, a vici@ le terme constant qui devait &tre +15 au lieu de — 35; 
nous saisissons l’occasion qui se pr@sente ıci de remercier M. Theodore Berner de nous 
avoir mis en mesure, par une observation qu'il a fait ins@rer dans les Nouvelles Annales 
pour 1365, de remarquer cette inadvertance num£rique et de la rectitier]. 

Au surplus, apres le beau et ‚complet travail de M. Zeuthen sur la th&orıe des 
coniques, les trois formules dont il sagit sont aujourd’hui sans int@r@t, et nous nous 
serions abstenu d’en parler, si nous n’y avions &t@ conduit en nous occupant du pro- 
cede particulier (employ& par nous depuis longtemps dans quelques circonstances) qui 
nous les avait fait obtenir. 
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de MM. Chasles, Cayley, Cremona, Zeuthen, qui les ont a l’occasion mises en 
oeuvre de diverses manieres. 

Au surplus, ce n’est que dans les questions concernant les proprietes 
projectives des courbes (ou des surfaces) qu’on a occasion de faire usage du 
principe qui nous occupe. Üela se congoit: Dans les questions de ceite nature, 
qui se rallachent presque exclusivement au »ombre des choses, la courbure 
est un element qui, en vertu de la loi de continuite, ne doil, en general. y 
jouer aucun röle essentiel, landis qu’elle exerce, au conlraire, toute son in- 
luence dans les questions relalives ä la mesure. Aussi, dans ces dernieres, 
qui exigent presque toujours liintervenlion des methodes infinitesimales, la con- 
naissance des resultals concernant des cas parliculiers d’une queslion, n’est-elle 
presque jamais d’aucune ressource pour arriver A ceux qui se rapportent au 
cas general. 

XXVIN. C'est aussi dans cet ordre de considerations, qu’il faut, ce 
nous semble, chercher la raison intime d’un fait important, qui se manifeste 
dans la theorie des courbes et dans celle des surfaces, et dont la repelition 
constante decoule vraisemblablement d’une loi generale qui merite d’etre re- 
cherchee. Qu’on nous permette, ä ce sujet, une courte digression. 

On sait qu’un grand nombre de questions, concernant les familles de 
coniques assujelies a quatre condilions communes, sont aisement resolues, 
u, v, dont l’une « exprime le nombre 


des quon connait deux quanliles | 
dont 


des coniques du systeme qui passent par un point quelconque, et 
lautre v exprime le nombre des coniques qui touchent une droite quel- 
conque *). Ües deux quantites, dont l’une « avait &l& anlerieurement intro- 
duite par nous dans la science sous le nom de indice de la serie des courbes 
ou des surfaces **), ont ete nommees par M. Chasles, les caracteristiques 
du systeme. Le grand nombre de questions que la simple connaissance de ces 
caracleristiques permet de resoudre presque immediatement ***), a donne 
lieu de conjecturer que les proprietes intrinseques, non pas melriques mais 
projectives, d’un systeme de courbes ou de surfaces, et que les relations d’un 
tel systeme avec une courbe ou une surface fixes, dependent toujours de ces 


*) Dans la th&orie des systömes de surfaces, il y a une troisitme quantit@ g, qui 
exprime le nombre des surfaces du syst&me tangentes & un plan quelconque. 
*#) Voir le Journal de Liouville, avrıl 1861. 
**#) Non seulement pour les coniques, mais aussi pour les courbes et les surfaces 


d’ordre quelconque. 


ERNEUTE REP 











Jonquieres, sur les problemes de contact des courbes algebriques. 317 


seules quantites u, v, et m&me peuvent @tre exprimees par des fonelions 
linsaires des caracteristiques *). 

Les considerations qui precedent nous paraissent donner la clef de ce 
fait experimental, particulierement quand il s’agit d’une famille de courbes 
dont on cherche les relations avec des courbes fixes. Car on peut, pour 
en decouvrir l’expression generale, prendre, au lieu de celles-ci. le cas par- 
ticulier ou elles degenerent en m droites; et comme les courbes variables ne 
se trouvent plus alors en presence que de points et de lignes droites, toute 
la question se reduit a savoir comment le systeme de ces courbes variables 
se comporle ä l’egard d’un point et a l’egard d’une droite, ce qui implique (du 
moins pour les systemes du premier ordre diindetermination) la seule con- 
naissance des caracteristiques «u etv, ou u, v eto siil s’agit de surfaces. De 
telle sorte qu’en resume, la difficulte des questions proposees. quand elles 
touchent aux proprietes projeclives des figures, se reduit presque exclusive- 
ment a celle qui concerne le point, la ligne et le plan, abstraction faite de 
la courbure. 

Quand il s’agit des proprietes projectives intrinseques de la famille de 
courbes donnee, c’est-a-dire des proprietes independantes de toute eircon- 
stance etrangere au systeme, ou des proprietes du systeme relalives a un 
autre systeme donne&, il est moins facile, a cause de la trop grande gen£ralite 
d’un tel enonce, de montrer a priori que la question depend toujours de la 
connaissance des caracteristiques. On congoit pourtant que, comme ces pro- 
prietes sont le plus ordinairement relatives ä des questions de deux, on soit 
amene ä examiner ce qui se passe relativement a une droite ou a un poinl 
quelconque de la figure, c’est-ä-dire, en derniere analyse, combien il ya 
de courbes du systeme qui passent par un point et combien il y en a qui 
touchent une droite. 

Pour citer au moins un exemple qui eclaireisse notre pensee, supposons 
qu’on demande quel est le lieu des pieds des normales abaissces, d’un point 
fixe P, sur les courbes d’un systeme du premier ordre**) (u,v) de courbes 


*) Voir la note B. ci-apr&s A l’Appendice, page 320. 
*#) Nous appelons systeme d’ordre n, une famille de courbes d’un degr& queleonque, 


, r(r-+3 u j 
soumises A a conditions communes. Par consdquent les series ou sy- 


siemes, tels qu’on les a consid@r&s jusqu’ici, sont des syst&mes du premier ordre, parce 
que Pindetermination qui y subsiste, disparait d&s qu’on se donne une seule condition 


de plus. 





318 Jonquieres, sur les problemes de contact des courbes algebriques. 


d’un degre queleongue. On voit d’abord aisement que ce probleme est un 
cas particulier du suivant: 

Etant donnes: un segment ef sur une droite L, et un systeme (u, v), 
du premier ordre, de courbes de degre quelconque, quel est le lieu d’un point 
tel, que la tangente en ce point a l'une des courbes du systeme qui y passent, 
et la droite qui le joint a un point fixe P, divise harmoniquement le segment ef. 

Car, pour passer de ce probleme au precedent, il suffit d’y supposer 
que la droite Z, est a linfini, et que le segment ef est le segment imaginaire 
quun cercle queleonque y inlercepte. 

La question sera resolue, si l’on determine le nombre de points que 
le lieu cherche possede sur la droite L elle-meme. Or il y en a evidem- 
ment « confondus en un seul au point e, et pareil nombre au point f; done 
Zu. En outre, il y a v courbes qui touchent Z, et chaque point de contact 
fait une seule fois parlie du lieu, qui est par consequent du degre 2u-+v; 
car aucun aulre point Z ne salisfait a la question. 

XXIX. Nous ne pousserons pas plus loin ces reflexions auxquelles le 
sujet du present memoire nous a nalurellement amene. et nous terminerons 
en coneluant que, soit comme procede dinvestigalion, soit comme moyen de 
demonstration, dans les queslions oü le nombre seul est en jeu, il est permis 
de raisonner sur le cas parliculier ou la courbe fixe U, possede le nombre 
maximum de points doubles ou plus generalement est wnicursale *), et m&me 
sur celui oü elle degenere en un systeme de m droites, pourvu qu'on ait, 
au prealable, determine avec precision liniluence que la presence des points 
doubles exerce sur le nombre des solulions. Gräce ä celte precaution, la 
methode dont il s’agit ne saurait induire en erreur, et par consequent.elle est 
precieuse dans les eirconstances ou quelque difficulte emp&che d’aborder di- 


reclement les cas generaux des questions proposees. 


Appendice. 


Note A. 
Les considerations presentees dans la derniere partie du present me- 
moire sappliquent d’elles-memes aux relations projectives d’une famille de 
surfaces d’ordre quelconque avec une courbe ä double courbure donnee. Des 


*) M. Cayley a designe par cette expression commode, les courbes dont les points 
peuvent ötre determines individuellement (C. R. Mars 1866). 
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qu’on connait le degre M de celte courbe gauche et le degre M’ de la sur- 
face developpable qui lui est eirconserite (ce qui est le mode le plus general 
de la definir). on peut, en vertu de la loi de contlinuite et sous les conditions 
mentionnees plus haut, lui substituer, dans la recherche des proprietes pro- 
jeclives, un simple systeme de M droites dans l'espace, ayant entre elles 41’ 
points de rencontre. 

Dans cet ordre diidees,. le cas ou la courbe gauche proposee est 
l’intersection complete de deux surfaces de degres m et », correspond ä celui 
de droites provenant de la rencontre d’un systeme de m plans par un autre 
systeme de » plans, et possedant par consequent Jmn(m-+n—2) points diinter- 
section mutuelle.. Par exemple, on voit immediatement qu'une telle courbe., 
de degre mn, a pour perspective sur un plan quelconque une courbe plane 


douee de 
ı mn (mn —1)— 4mn(m+n—?2) = 4mn(m—1)(n—1) 

points doubles; ce qui est un theoreme connu. Mais on en conclut cette 
autre proposilion plus generale, qui ne nous parait pas avoir encore ele re- 
marquee, savoir: que la perspective sur un plan d'une courbe gauche de deyre 
M et de rang M', possede 4(M(M—1)—M') points doubles, si cette courbe 
gauche na pas de points de rebroussement, ou 4(M(M—1)— M'— 37), si elle 
a 5 points de rebroussement *). 

Si, pour nous rapprocher du sujet de ce memoire, nous supposons 
qu’on veuille determiner le nombre N des surfaces S,, de degre r, qui ont. 
avec une courbe gauche donnee, autant de contacts d’ordre quelconque qu'on 
voudra; on determinera le nombre N’ relalif a une simple droite. on le 
multipliera par M, et on ajoutera ä ce produit un nombre N representant 
influence des 4M’ points doubles de la courbe gauche ainsi decomposee, 

Le nombre N’ est, en vertu des m&mes raisonnements qui ont ete 
employes pour les courbes planes (IV et suiv.), 

N' = M(r— ()—p)(r-E(n)—-p—1)...(r—-2(n) —p—t-+1). 


Quant au nombre N”, il suffit, pour l’obtenir, de proceder comme nous l’avons 
fait (XL, XII et XI). 


*) Les nombres qu’on deduit de ces deux formules s’accordent avec ceux que 
M. G. Salmon a fait connaitre, pour les cas partieuliers de M=3, 4 et 5, dans un 
tr&s-interessant m&moire intitul&e: On the classification of curves of double curvature, 
inser& au Cambridge and Dublin mathematical Journal pour le mois de fevrier 1850. 
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D’ou l’on voit que, sauf un simple changement dans la signification 
de la lettre D et une legere modification dans l’expression de son premier 
terme. la formule (a.) peut aussi s’appliquer au cas du contact des surfaces 
avec une courbe gauche. Les solutions singulieres naissent ici de la presence 
des nappes doubles ou mulliples, et commencent a se presenter au delä de 

. . . , . . u r . 
certaines limites, dont la recherche selfectuerait par des considerations ana- 


logues ä celles des $. XV, XVl et XV. 


Note B. (page 317). 

Non seulement la solution d’une foule de questions relatives aux pro- 
prietes projeclives d’un systeme semble dependre presque exclusivement de la 
connaissance des caracleristiques de ce systeme; mais encore il est tres-vrai- 
semblable, d’apres les faits connus jusquiei et presentes par M. Chasles ä 
l’appui de cette opinion, quil suffit de connaitre les caracteristiques des sy- 
stemes elementaires *), d’ou les autres se deduisent par voie de substitution. On 
concoit d’apres cela linteret qui s’attache a la determination des valeurs de ces 
dernieres caracteristiques. Or nous avons fait voir, ailleurs **), qu’il y a des 
regles tres-simples pour y arriver dans un grand nombre de cas, non pas 
accidentels, mais au contraire nettement definis. 

Si l’on suppose tous les syst&mes elömentaires rang6s dans l’ordre de- 
croissant du nombre des points fixes qui font partie des conditions donnees, 
la valeur des deux caracteristiques est donnee exactement par la formule 
v—=?2(m—1)u, m etant le degre des courbes du systeme, a parlir du simple 
faisceau jusques et y compris celui de ces systemes consecutifs dans lequel 





le nombre des points est egal ä ——. +2. 

Au delä de cette limite, les systemes suivants contiennent tous des 
solutions singulieres, qui sont englobees dans la formule ci-dessus, et dont 
le nombre est a peu pres impossible a determiner des que m > 2. 

Dans les systemes de surfaces, les caracteristiques se calculent par les 


formules 


— 


V zu» 2 (m—1)u et 0 = 3(m—1)’u, 





*) Ceux oü les conditions communes sont simplement des points, des droites 
tangentes ou des plans tangents. 
**) Voir le Giornale di Matematiche ; livraison du mois de Janvier 1866. 
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exacles, c'est-a-dire degagces des solutions singulieres pour lous les svstemes 
elemenlaires qui se suivent, depuis le faisceau de surfaces, jusques et v com- 
pris celui pour lequel le nombre T des points donnes satisfait ä lune des 


relations ci-apres, savoir: 


si les conditions sont excelusivement des points et des droites langenles. avec 
ou sans l'adjonelion d’un seul plan tangent: 


m(m—i)m-+1) , . 


ou T ben 5. 
h 


pour toutes les autres combinaisons de ces condilions elementaires. 

Au reste, la connaissance des caracteristiques de tous les svstemes 
@lemenlaires n'est pas necessaire pour aborder et resoudre des questions meme 
difieiles. On en a un exemple dans le memoire preeite (Journal de Lioueille. 
1861), ol nous elions parvenu, sans leur secours, äa une formule tres-generale 
concernant les contacts d'une courbe d’ordre quelconque avec des courbes 
donnees. que M. Bischoff avait donnee le premier dans le t. LVI de ce Journal. 
ei qui est exacte, toutes les fois que le nombre de ces courbes fixes et des 
points donnes saaccorde avec la limite fixce plus haut. comme M. Zeuthen 
en a, de son cöle, fait la remarque expresse (p. 100 de son memoire). 


Paris. 5. octobre 1866 
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Ueber dıe Kettenbruchentwickelung der Gaussschen 
Function Fe, 1, ;, x). 
(Von Herrn L. W. Thome.) 











Die Function, welche Gauss (commentationes Gottingenses ad a. 1512) 
durch das Symbol F(e, P,y,x) bezeichnet hat, ist für die Werthe des Ar- 






gumentes x, die innerhalb ie Kreises mit dem Radius | a durch eine 


a : @.P a@+1)B(P+1) 
Potenzreihe, die hypergeomeltrische Reihe: 14 — x+ — EN 
l.y en 







deiinirt. 
Die Fortselzung dieser Function über den Convergenzkreis der Potenz- 



















reihe hinaus ergiebt sich aus der linearen Dilferentialgleichung, welcher die 
Reihe genügt, nämlich der Gleichung: 


ER r—l@+ß4De E08 og 


da’ z(1— x) de azl-e 





Hierbei kommt folgender Satz über die linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Coeflieienten in Anwendung, welchen ich den Vorlesungen des Herrn 
Weierstrass verdanke. Liegt eine lineare Diilerentialgleichung x" Ordnung 
mit rationalen Coeffieienten vor, und beschreibt man um einen Punkt x, einen 
Kreis, in welchem die Cogfflicienten stelig bleiben, so genügt dieser Differential- 
gleichung eine, und zwar eine einzige, innerhalb des ganzen Kreises eindeu- 
tige und stelige Function des Argumentes .r, welche mit ihren (a—1) ersten 
Ableitungen im Punkte x, vorgeschriebene Werthe annimmt. 

Diesem Satze zufolge lässt sich die Function der hypergeometrischen 
Reihe über alle Punkte des Convergenzkreises dieser Reihe, mit Ausnahme 
des Punktes e=1, hinaus als eindeutige und stelige fortsetzen, und sie be- 
hält diesen Charakter, so lange das Argument eine beliebige, sich selbst nich! 
schneidende Linie, welche vom singulären Punkte e=1 aus ins Unendliche 
vezogen wird, nicht überschreitet. 

Wird die Function dagegen über diese Linie hinaus fortgesetzt, so hört 
die Eindeutigkeit derselben im Allgemeinen auf, wie die Formel von Herrn 
Kummer (Bd. 15 dieses Journals) zeigt, welche F(e, ?,y, x) durch die parti- 
eulären Integrale der Differentialgleichung, die von (1—x) abhängen, ausdrückt: 
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F(a,ß, 7, ®) 
— AF(o, P, a+B—y+1, 1—2)+ BA-—z)7"F(y-o, y-P,y-a—-P+1,1—r), 
_ AG —-NUor—e—P—1) B- IIy—) Na +ß—y—1) 








A= N eNNG-EN) - Ma—h)IB-1) 
wo 
Be u 0m Pe Be Kr 
II(z) = lim. | GINGEN. am 


n=R 
ist. Denn solange („—a—f) keine ganze Zahl ist, gilt diese Formel, und 
wenn alsdann weder «, noch 5 der Null oder einer negativen ganzen Zahl 
gleich ist, so verschwindet B nicht, und ist = 1 Verzweigungspunkt der 





Function. 
In seiner Abhandlung über die hypergeometrische Reihe hat G@auss den 
ö F(a, $+1,y-+1,a ’ ' ‚ R 
Quotienten (e 2 Au ns formal in einen unendlichen Kettenbruch ent- 
2 F(e, ß, }> c) 
wickelt. 


Er geht dazu aus von den Beziehungen: 


F(a,ß,y, x) = F(e, ß+1,y-+H, 2) — oe F(@a+1,P+1,y+2, 2), 


' . NY—a-1 20 
F(«,ß+1,y+1,2)=F(@e+1,ß+1,y+2,2)— es IeFlo+1 P+2Y+3,2). 


Aus diesen ergiebt sich folgendes System linearer Gleichungen: 
h = h-meh, 
hi = h-@rf;, 


fn—2 nam ER ar d„_ı cf, b) 





worin 
k (#+m)(y—a@--m) 
, == k ) 2 - 1 ar 
[am F(@+m, P+m, y+?2m, 7), Arm (+ 2m —1)(y-H2m) ? 


. lv — + m) 
[2m BT F(a-+m, P+m+1, y-+2m +1, x), Aym+ı = Zn 4 Fr En; 


ist. Hierdurch entsteht die Entwickelung: 


Br 1 


h 98 

















Un—? HN 





fi 





1— a„_ı2 


er 
41 * 
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Denkt man sich diese Entwickelung ins Unendliche fortgesetzt, so fragt es 
sich. ob der Näherungswerth des dadurch entstehenden unendlichen Ketten- 
bruches. wenn man den Grössen @, f, y beliebige, reelle oder imaginäre 
Werthe beilegt, überhaupt in irgend einem Gebiete der Ebene gegen eine 
bestimmte Grenze convergirt, und welches dann das eigentliche Convergenz- 
gebiet desselben ist. ferner ob die Grenze, der er sich nähert. mit der er- 
zeugenden Funclion übereinstimmt. 

Indem ich mich mit diesen Fragen auf Anregung von Herrn Weierstrass 
näher beschäftigte, wurde ich durch die Ausdrücke, welche Herr Heine in 
seinem Handbuche der Kugelfunelionen für die Kugelfunctionen mit unendlich 
srossen Indices entwickelt hat, darauf geführt, vermittelst derselben das Ver- 


: Fi uk i+z 
halten des bekannten Kettenbruches von 2xzF(4.1.3. x) = loe( -—- zu 
4.7323 / o 1— x 


bestimmen. bei dem die Nenner der Näherungsbrüche, sowie die Functionen 
f,_, und f, mit den Kugelfunctionen in Zusammenhang stehen. 

Ich versuchte darauf, die entsprechenden Grenzwerthe der Nenner der 
Näherungsbrüche und die der Functionen f,_, und f, für n„=»x im Allge- 
meinen zu ermitteln. um dann den obigen Keltenbruch in einfacher Weise 
untersuchen zu können. Dies ist für den Fall, wo %=60 ist, vollständig ge- 
lungen, also nach Vertauschung von y mit (y—1) für den Kettenbruch der 


Function F(e,1,.y,x), welcher die bekannieren Kettenbrüche 


log(1—-x)=-zF(1,1,2,2),, (1-z)"=F(—-u,1,1,x), etc. 
enthält, die Gauss im Art. 13 seiner Abhandlung anführt. 

Von diesem Kettenbruche hat sich bei beliebigen, reellen oder imagi- 
nären Werthen der Grössen @, y ergeben, dass derselbe in dem ganzen 
(Gebiete der Ebene ausserhalb der Strecke auf der Abseissenaxe £=-+1:----+-x 
gegen die erzeugende Function F{e,1,y,x) convergirt. Dies vorzulegen ist 
der Zweck nachstehender Abhandlung. 


$. 1. 
Es mögen die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche eines Ketten- 
bruches mit Z und N bezeichnet werden, und derjenige Näherungsbruch des 


Keitenbruches 
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> 


i “ ” A, N N 
welcher aus der Reihe der aufeinander folgenden Brüche: aeg en u etc. 
ı PFr—1Pfr Tr 


v 


hervorgeht. werde — Bi oesetzi 
1e geht. = — gesetzt. 


Nun gelten bekanntlich die Formeln: 
zZ. = #2, 44,.2._., 
N = AM, +AN ;; 
und hieraus folgt: 
Z.N,„, — ZN, = (MH "u%...4,. 























1: h 7 a 
Aus letzterer Gleichung ergiebt sich die Entwickelung von 7 in nachste- 
hende Reihe: 
Z, a Ad, 1... (1) hhzruchr 
N, N NN, u u; 
Betrachtet man jetzt in dem von der Strecke = +1---+%x begrenzten Ge- 
biete der Ebene die Entwickelung: 
F(ae,#+1,y+1,x) in 1 
F(e, ß,y, x) rn _ _ 42 
d,X 
hie a 
1 
An— 2% 
iur. Pr 
1— a2... 
Ar 


so sieht man aus dem Vorhergehenden, dass diese Entwickelung in folgende 


ihr identische übergeht: 








F(a, +1, yH,a) _ 1 a,x a,a, x 
F(e, ß, 7, ©) we © r NN, F N,N, : s 


e) n- 
a, 4,...An 22" U RT ud 7 





 ,’ 7 T 4 7 n y gr 
N„-2 N.—ı Fu (n—ı N, tr A fr N ER» 


Der (na—1)' Näherungswerth des unendlichen Kettenbruches wird aber darge- 
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stellt durch die Reihe: 

























Zu 1 ad,Xx d, 0,%° Er TOR! u 


a, c - 
re u : Ale © muckiie as Are 


l 











Damit also dieser Näherungswerth in einem solchen endlichen Theile des be- 
Fa, +1, y+1,®) 
F(a, ß,7,%) 
endlich bleibe, sobald » eine gewisse Zahl überschritten hat und dann gegen 
Fe, +1, 7-+1,®) 
F(e, ß, y, x) 


hinreichend, dass das Restglied in der Entwickelung des Quotienten, nämlich 





trachtelen Gebietes. in welchem der Quotient - stetig ist, 





die erzeugende Funclion convergire, ist nothwendig und 


TS RT u A 
N, (fa Nn— mie 2) 
mit wachsendem » unendlich klein werde. 
Die Ausdrücke von Z, und N, hat Herr Heine (Bd. 57 dieses Journals) 
angegeben. Durch die Relation f,_N,_,—-a_,cf, N, = fü, die er daselbst 
entwickelt, redueirt sich das vorstehende Restglied auf 








7 Me SEE u A 
1 ER A 
Bei dem Kettenbruche der Function F(«e,1,y,.x), der hier behandelt werden 
soll. ist nun 


@ r m(y—a-+-m-—1) (e+m)(y+m—1) 
U FT Zt in 


Y (+2m— 2) (y+2m—1) ? Oam4ı (y-+2m —1)(y -+2m) 
N. = Fil—a—m, —m,2—y—?m, 2), fm = F(@a+m,m, y+2m—1, x), 
N. = F(-a—m, -—m, 1—-y—2m,%), fin = F(a+m, m+1,y7+?2m, x). 











Es werden jetzt für die Functionen N,,, Nanrı5s fims fm; Grenzwerthe für 
m = x bestimmt werden. Jede dieser Functionen wird nämlich in zwei 
Factoren zerlegt werden, wovon der erste die Potenz einer von m unabhän- 
gigen Function von x ist mit dem Exponenten (2m-+c), wo c eine Constante 
bedeutet. und wovon der zweite mit wachsendem m gegen eine endliche 
Function von = convergirt. 


$. 2. 
I. Setzt man in N,.(@,Y,%), Namyı(d, Y, ©) 
sog“ 
und bildet die Produkte y’"N,„(@,y,y°), 4°"*"Namyı(@, Y,y ”), so erhält man 
ganze Polynome in y vom 2m”, bezüglich (2m-+1)'" Grade, welche für 


ee 
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e=4,. y= 3 bekanntlich mit den Kugelfunctionen PC”’y, PC”*V „ überein- 


stimmen, die durch die Gleichung: 


3 214 __ oo 5; 3. >. ..(2n — 
al CL End De 2 00 


0 «Us 


2 Py 





definirt sind. 
Von letzteren Polynomen hat Herr Heine (Handbuch der Kugelfunctionen) 
die Grenzwerthe für m = x bestimmt durch Anwendung der Substitution 


a 
>» ı 8 Br = ' 1. 
Alm mat Sue 2! u! 
Ausserhalb der Strecke y=—1--+1, wo die Function yy’—1 eindeutig bleibt. 
ist der Modul von 5 fortwährend entweder —>1, oder <1. je nachdem für 


reelle, positive Werthe von y die Wurzel positiv oder negaliv genommen wird. 
Denn in diesem Gebiete sind die Grössen y und Yvy—l in den Zeichen der 
reellen, sowie der imaginären Theile im ersteren Falle fortwährend überein- 
stimmend, im zweiten entgegengesetzt; es ist aber (y+ Yy’—1)y— yy—l) I 
Wird daher das Wurzelzeichen dem ersten Falle gemäss bestimmt, so ent- 
spricht jedem Punkte y ausserhalb der Strecke y=—1---+1 ein Punkt & 
ausserhalb des Kreises mit dem Radius I und umgekehrt. 
Durch Einführung von © erhält Herr Heine 

a a a EN 3 

und. indem er in den Coeflicienten von F zur Grenze übergeht. findet er. so- 


lange Mod.2 >1 ist, 
lim.F=F(3,1,1,57) = 1-7. 


n—=R 


Dies veranlasst zur näheren ge ob für alle Werthe von «&, y. wenn 
y" N. = ( 0, y, y°) dahee 
ge” Nonrı( (0, 7: wg. un 48 "op 2m l, 7: b) B) 


gesetzt werden, die Polynome 2m'" Grades in Be, und ,,.,, mit wach- 


| 
Ar - | 
"Pr m L, i»> )» 


ox 


Büles 


“n 


sendem m sich endlichen Grenzen nähern, so lange Mod.s >1 ist. 
Es werde zuerst wieder x eingeführt durch die Gleichung: 


a=y”, 
wobei der vorhin ausgenommenen Strecke y=—1:::+1 die Strecke .r 
| ’ R = r2_ 1I-V-z 
+1-.-+5% entspricht. Man erhält y’.5=1+y1-ı, = Te: wo 
- ] — A 
yi—x 








0 annimmt. Setzt man 


yi—-x den Werth 1 für = 
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4z . 3 \ 1 < . 
To = jedem Punkte x ausserhalb der Strecke x = +1-.-+» entspricht 
ein Punkt z innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 und umgekehrt. 


Die obigen Gleichungen gehen nun durch Einführung von z in Tol- 


oende über: 
Nm (0, 7,2) = (143) " pm (0, 7; en 


INom \ Ol, / . A 
AT / 1. ne (( 
Non I @, 7: €) ni \ | + 3) v Pam-+1 t- ı\e I, 2 


sollen die Grenzwerthe von 9,,(3) und ,,,1[2 ) nu werden. 
Zunächt ergiebt sich aus folgender Relation zwischen den Funclionen 


der entsprechenden zwischen den N folgt: 
= \ 


wre > u (@e-+m) (y+m—1) gu 
(2) = (+2 Pan+2(3) +77 Im NG Fam) 3 ( 143) Pm(2): 


\ 


x 


und es 


f. die aus 





dass man nur lim. g,,„(z) zu ermitteln braucht. 








n L 
Dies wird mit Hülfe der linearen Differentialgleichung für y,,(3) ge- 
schehen, die man aus jener für N,,(x) ableitet: 
Upm%), ; | i 3 dpam (3 
- m a 19 [° —y)3 73 — BT ce az. 
(1 2 123 +#- u. 2.(20 /)? 2m 41 S }: 2 
— 2m |2a—y+(1—-y)z} Pom(%) en 0. 
— A4,,_,, und man 


+43+W3 + +qa,,3” gesetzt. so ist a,: 


Wird 9„(2) = 1 
erhält aus der re, folgendes Gesetz der Coellicienten 


Von r=0 bis r = 2m-—3: 
ö z 2 (y—?e)(m—r—1) 
ie (r+2)(2m —r—3-+ Y) 
2 (y— Ra)m | 
——-- = 9. 1=a,. 
2m —?-+7 


| r—A+y)@m—r) _ 
Ad kun 
9,1 r+2)@m—r—3+y) 


/ 











Untersucht man aber die Coeffieienten @,, «4, ... a„, so ergiebt sich dieses: 
Für r lässt sich ein so grosser Werth o bestimmen, dass, sobald m 
und r die Bedingung mr —e erfüllen, 

(+— 2a) (m —1) | Be 


2 (4 — 2e)(m—r—1) 2( 
Mod. }- ee N = 
Ode L2)(am—r 3-17) |< < Mod. | FH Dm—3Hpr) ) 


wird. wo : ie Kr klein angenommene positive Grösse ist, und 
ri ram» f) |) 
Moa.f SL — 
I Fr +HDd)(RAm—r—3+y)) T I+e. 
@,;, bleiben für jedes m dem Modul 














Die Coeflicienien a,. «,. 
nach unterhalb einer positiven Constanten A; 


Mod. <A, Mod.a < A(l+e), 


um so mehr 


Mod.a,,, <A(ll+e)?"". 
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Aus dem Fre folgt nun, dass für m > o auch 


Mod.a,.;» (1), Moda, <A(ll+e, ... Mod.a„< A(1+s)" 


ist. Da aber a,=a,,_,, so hat man, wenn m > eo ist, allgemein von r — 0 


bis r = 2m: 
Mod. a, < A(1-+e)". 


2 

r} . = # . . . .. 1 

Die Reihe SA(1-F&)'3” convergirt für m=»x, so lange Mod.sz < — 
0 





I-+e 
Daher bleibt die Function %,,(z) dem Modul nach unterhalb einer endlichen 
Grösse, so lange Mod.z <- Tarr Dasselbe gilt von jeder einzelnen Ablei- 
ö 


tung von (3) nach z. Da aber & beliebig klein angenommen werden konnte. 
so hat die Funelion 9,,(z2) mit ihren Ableitungen die angegebene Eigenschaft 
innerhalb des ganzen Kreises mit dem Radius 1. 

Die Differentialgleichung von 9,,(z) werde jetzt auf die Form gebracht: 








dpan(2) , 2@e—y-+ (1—y)z 1 _ 
dz + 1 in Pam (2) + Im Kam (2) 


wo zur Abkürzung 











gesetzt ist. Durch Integration erhält man: 


Set Sr 
i— oe” = 


Pom(2) = e° { 77 =): m (2).e°® dz\. 
Hieraus ergiebt sich: 

bu Br t- y)? 

lim. .,(2) = e ® aa — (1-3) 2 (1+2 


M—R 


Ebenso convergiren die Ableitungen von @,,„(z) gegen die entsprechenden 
von lim. g,,„(z). Aus der oben aufgestellten Relation zwischen %,,(3) und 








er 28a —2y-1 1— 20 








A 


MR 


Pamı1(3) ersieht man, dass lim. g,,,;.(2) = (1+3)""lim.g,„(z) ist. Es werde 
M—R m—=Rn 
nun allgemein in N, die (—r)" Potenz von (1+z) als Factor herausge- 
nommen und 
T — f 
N,(o,y,2) = (1+2)"#,(a,y, 2) 
gesetzt. Das Polynom 2, und seine Ableitungen convergiren dann gegen 
2a —?2y-+1 1— 2a 
. .. 2 .. hd ® 
die Grösse (1—z) (1-+2) B bezüglich deren Ableitungen. 
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Il. Auf gleiche Weise werden die Grenzwerthe von 
fin (0,y,2) = F(a+m,m,y+2m—1,X), fin+1(0,7,2) = F(a+m,m+1,y+2m, x) 


für m =» bestimmt. 


N un Bi 
Setzt man in fham+ı[l8, Y,%), famt2(;, 9% 2), e=4, Y= 
multiplieirt die erste Function mit y7°"', die zweite mit 97°”, so erhält 


—= y und 


Du 


man allgemein 





yıl GuEh, in, an -+-3 y*) 
er. or 


Dieses ist das zweite particuläre Ba der Differentialgleichung der Kugel- 
[unctionen: 
N) 2y Tr +n(n-+1)s = d®. 
Für dasselbe hat Herr Heine ebenfalls den Grenzwerth auf die im Anfange 
dieses Paragraphen angegebene Weise bestimmt. 
Er erhält 


n—ımf NR - 1 n - 2 en 1 3 _2 FE 2n-+t3 „= 
Y ıF( u 37 3 Y ) 2. (#5) 'F(h,n+1, . „Ss °) 


und durch Uebergang zur Grenze in den Coefficienten: 
2n +3 Br ER 
lim. F(},# +1, — )=F(,1, 1,57) = (1-57) 


Es sollen jetzt für alle Werthe von «, 7 die Grenzwerthe von f,(@,y,x) und 


fin ı(%, 7, ©) bestimmt werden. 
Statt beider Funetionen betrachte man die allgemeinere 
F(a+m-1,P-+m,y+2m—2, x), 
aus welcher beide für #7=0 hervorgehen, die erste nach Vertauschung von 
co und y mit (@+1) und (y+1), die zweite nach Vertauschung von m mit 
(m+1). Die Function F(@e+m—1, -Fm,y+2m—?2,x) wird durch die Sub- 


FRE 4z ’ i : j 
stilution S= Ars in eine Function von z verwandelt, welche für die 


Werthe von z innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 eindeutig und stetig 
ist. Setzt man nun, der Function 
N;„ = F(l—-a—m, —m, 2? —y—?%m, x) = (142) ""g,n(%, Y, 2) 











entsprechend, 
F(@a+m—1, ß+m,y+2m—2,x) = (142) y,.(a, ß,Y, 2). 
so erhält man für w,,(z) die en 
‚ U’ 2m» 2 ‘ I Im 
s(1--P) == @) — 12-y+2P+2(2a—y)2+{4—y+2P)2° et 3, 1— >), en ) 


— 2 (m+pP) 12a —y+ (2P—y+3)z}Y ala) = 








en 
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Yn„(3) lässt sich für die Werthe von z innerhalb des Kreises mit dem Radius 
1 durch eine Potenzreihe Sb, 3’ entwickeln. Aus der Diiferentialgleichung 


erhält man folgendes Gesetz der Coeffieienten: 
Vonr=0...%: 
2 Ra —y)(m-+r +1 9, ‚ @+3+2P-Y)(2m+r en. 
), 





b, 00 — er 
"— (r+-D)(&2m+r—1-+y) | er r—1- 
2 (2a —y)(m-+ 
en Br 9 -#.d,. 1 =. 
2m —?2-+y 
Für r giebt es hier wiederum einen so grossen Werth o, dass, wenn r>>o ist. 
2 (2a —y) (m in +P) 


+) (2m +r—1+7) 








Mod. 


Win 


wo & eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 








bleibt, 
Ks nd 2d—y)(2m+r+2P) r 
Mod. (r-+?) )2m+r—1- -y) (<I PR 
Die Coefficienten b,, b,, ... b,., bleiben für jedes m dem Modul nach unter- 


Durch Wiederholung der bei ,,„(3) ge- 


halb einer positiven Constanten D. 
dass allgemein Mod.d, < B(1+e)' 


machten Betrachtungen ergiebt sich dann, 
ist. Indem man nun gerade wie oben weiter verfährt, erhält man: 


IS 
/ "Rey tRP IHN |, 


k . 














Br 1 —z’ y 
lim. ap, (o, ß,y,3) = e° 
m=a 2,—20— 283 2a—28—3 
u; £ a 
(1—3) (1+3) 


Wird daher 
f,.(a,y,2) = (1+2)’ P,(e, y, 3) 


./» 
gesetzt, so convergiren 7,(a,y,z) und seine Ableitungen gegen die Grösse 


2y—20—3 2a —1 
u (1-2) ’ bezüglich deren Ableitungen. 


$. 3. 
Nachdem die Grenzwerthe, auf die in $. 1 hingewiesen wurde. ge- 
funden sind, wird an die dortigen Betrachtungen wieder angeknüpfi. 
Den Entwickelungen des $. 1 zufolge kommt es jetzt darauf an, zu 


zeigen, dass in dem Gebiete ausserhalb der Strecke 2=+1--+ x der Ausdruck 
REN ET u A 


| N„-ıf, 
mit wachsendem » unendlich klein werde. 








(1—z) 
\ J 
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Wird dieser Ausdruck nach dem vorigen Paragraphen durch Substi- 


tulion von 2 = transformirt, so erhält man: 


0,0, ...n-1(43)" P,(e, 97,3).(1+2) - 
P,-ı (@, > 3) 





Nun ist 





1 | ip, & ‚2). 1- 3) OR p) ‘9 

lim. | ( IE ) ( T | -o (1-2) 77" (1- 3)“. 
n—R D.-ı (@, 7: %) 

Das Product a,@...a,_,(43)""" wird aber mit wachsendem » unendlich klein: 


.. 


denn die Reihe Ia,a,...a,_,(42)"", deren allgemeines Glied jenes Product 
1 


ist. convergirt für lim. Mod. (a,4z) = Mod.(z) <1. 





Tr 
Also ist 
i ER TE u 
lim. ar RAkhen un, 2}=0 
NR N.—ı A 
Die Reihe 
1 ar pe N 











- —. - - — - - _ ... - - 
NT'NN'NNM ""tTTNoN, 


l 


bleibt also in einem beliebigen endlichen Theile des betrachteten Gebietes 
endlich, sobald » eine gewisse Zahl überschritten hat und convergirt mil 
wachsendem » gegen die Function F(e,1,y, x). 
Es ist leicht zu zeigen, auf welche Weise die in den ersten Gliedern 
dieser Reihe etwa auftretenden unendlich grossen Werthe sich wegheben. 
Der Grenzwerth von N, zeigte sofort, dass, sobald r eine gewisse Zahl 
überschritten hat, N, in dem angenommenen endlichen Theile der Ebene nicht 
mehr verschwindet. Verschwindet dagegen in einem Punkte dieses Bereiches 
einer der früheren Nenner N, , so verschwindet in demselben Punkte weder 
N,_, noch N,;,, weil aus den linearen Gleichungen zwischen den N ($. 1.). 
Nhı=N,+ Au N,_, und den folgenden, sich ergeben würde, dass alle fol- 
senden Nenner in demselben Punkte verschwänden, was nicht der Fall ist. 
Dann ist aber 
(He 14, A... do % (1A A, Aorı (Net A, do(No+1ı— Apr N,—i) 
N,{MiN, | N, No4ı sy; N,—ıN,Ng4ı 
Ce dicch 
a, 











Das Resultat ist also dieses: 
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Der Näherungswerth des unendlichen Kettenbruches 




















1 .. a m(y—a-+m—I1) 
worin 4 =—, 4,,= a —— a , 
a ad, x Y (742m —2?) (y-+-2m—1) 
URRER... „ZB u (e-+-m)(y+m—1) 
a AT TTEN 
le ce . (-+2m —1)(y + 2m) 
ist, welcher, wenn er der (a—1)'“ Näherungswerth ist, dargestellt wird durch 
die Reihe 
DR N,. = Fii—-oa—m. —-m. 2—-v—2m. x). 
1+3- 77 —, worin m en) 
Ps REN Non = F( -a—m, —m, 1—y—?m, x) 


ist, bleibt in einem beliebigen endlichen Theile des Gebietes. welches ausserhalb 
der Strecke auf der Abseissenaxe 2 = -+1:--+ liegt, endlich. sobald » eine 
gewisse Zahl überschritten hat und convergirt mit wachsendem » gegen die 





nn . Y/ u 
Function F(«e,1,y, x). 
Die Strecke x = +1---+ selbst ist, wie in der Einleitung angegeben 


wurde, im Allgemeinen Verzweigungslinie der Function F(«, 1. y,x), so dass 
eine eindeutige Entwickelung die Function bis auf diese Linie hin. nur in 
einem Zweige vollständig darstellen könnte. Wenn aber die Grössen «@, y 
reell sind, wird die Function, wie man aus der in der Einleitung angegebenen 
Formel von Herrn Kummer sieht, auf der genannten Strecke imaginär. so dass 
die Kettenbruchentwickelung, die dort aus reellen Elementen besteht. die 
Function in keinem der beiden Zweige wiedergiebt. 


$. 4. 


Es ist nun noch zu zeigen, dass die den Kettenbruch veriretende Reihe 


G,...4,8” 


N, N, ' L 





1+2 a, 


sich differentiiren lässt. 
. ’ ’ ’ an 4 
Wird diese Reihe durch die Substitution aa a 1 transformirt. so 
‚7 


erhält man nach $. 2: 
2 0, 4,...a,(42)’ (1-+-2) 


. D,)P,n1C@) 


1 
Der Quotient und seine Ableitungen nach z convereiren mil 
N 0,98, BR ° 








wachsendem r gegen die Grösse (1— 3)”7“—"(1--3)’°-' bezüglich ihre Ablei- 


tungen. Es sei nun o derjenige Werth, welchen r überschreiten muss. damit 
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1 
®D,@) P,}ı(@) 
halb des Kreises mit dem Radius 1 nicht mehr unendlich wird. Von r=o 
an bleibt dann der Quotient und eine endliche Anzahl seiner Ableitungen 


in diesem Bereiche dem Modul nach unterhalb einer positiven Grösse g. 





der Quotient für die Werthe von z in einem Bereiche inner- 


Die Potenzreihe 
gi +3)8a, dy...a,(4z)' 
convergirt aber nach dem vorigen Paragraphen innerhalb des Kreises mit 
dem Radius 1 unbedingt (d. h. die Reihe der Moduln convergirt). Dasselbe 
findet für die durch Differentiation der Glieder aus ihr abgeleiteten Reihen statt. 
Daraus ersieht man, dass auch die Reihe 


5 a, 4, ...d,(42)’ (1+ 2%) 
e D, (%) D.- 1 (2) 





so wie ihre abgeleiteten in dem betrachteten Theile des Kreises unbedingt 
convergiren. Und zwar convergirt jede einzelne dieser Reihen in dem an- 
genommenen Bereiche in gleichem Grade, d.h. die Summe der späteren 
Glieder wird dort überall gleichzeitig unendlich klein. Differentiirt man aber 
eine in einem steligen Bereiche in gleichem Grade convergirende Reihe in 
den einzelnen Gliedern, so ist, wenn man dadurch eine ebenso convergirende 
Reihe erhält, bekanntlich letztere die Ableitung der durch die erstere ausge- 
drückten stetigen Function nach dem Satze über die bestimmte Integration 
einer in gleichem Grade convergenten Reihe durch Integration der Glieder. 
Damit ist für die ursprüngliche Reihe 
= 4, 0,...4,%" 

TE u. 
bewiesen. dass sie und die durch Differentiation ihrer Glieder abgeleiteten 
Reihen in einem endlichen Theile des Gebietes. welches ausserhalb der Strecke 
z—=+1:..-+» liegt. unbedingt und in gleichem Grade convergiren von jenem 
Gliede an. wo die Nenner N in dem betrachteten Bereiche nicht mehr ver- 
schwinden. Die durch Differentiation abgeleiteten Reihen sind dann die Ab- 


leitungen der durch die ursprüngliche Reihe dargestellten Function. 


S. 5. 


Ueber die Wurzeln der Gleichungen 





N,„ = Fil—a—m, -—m, 2 —y—?m, x) =. 


2m 


Nontı =F( —a—m, —m, 1—y—Rm, x) = 0 
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lassen sich für den Fall, wo die Grössen «, y reell sind, folgende allge- 


meinere Angaben machen. 
Dass diese Wurzeln alle von einander verschieden sind. sieht man 


aus den Gleichungen für Fa, b, e, ©): 





z(1—-x) = +jc—(a+b-+1) 2} -—abF —(, 
x(1— x) ‚u +{e+r—(a+b+?2r-+1) x} ei . —(a+r)(b+r) 5 =. 
Hierbei ist nur der Punkt == I näher ins Auge zu fassen. 
Für e=1 wird 
ce+r—(a+b+?2r+1)e = ea —y—r 
und 
/ | e\f j I m» 
—(a+r)(b+r) = er bei 
I—( —a—m+r)(-m-+r) Non-ı 


Daher verschwinden für e = 1 weder die Polynome X\,,, N;,„;, noch eines 
ihrer abgeleiteten Polynome, so lange nicht (@—y) der Null oder einer po- 
sitiven ganzen Zahl gleich ist. 

In letzterem Falle und in dem Falle. wo «& der Null oder einer ne- 
galiven ganzen Zahl gleich ist, ist der Kettenbruch ein endlicher, weshalb 
diese Fälle aus der ferneren Untersuchung ausgeschlossen bleiben können. 

Nun zeigen schon die Ausdrücke von N\,, und N,,,, für m=1 und 
2, dass die Wurzeln der Nenner bei reellen Werthen von «, y im Allge- 
meinen jede beliebige Lage annehmen können. Es fragt sich aber, welche 
jedingungen für «, y erfüllt sein müssen, damit die Nenner von einem 
bestimmten an ihre Wurzeln beständig auf der ausgeschiedenen Strecke 
2 = +1:-.-+% liegen haben. 

Zuerst werde hierzu N\,, untersucht. 

Ist m so gross geworden, dass (2? —y—2m-+m-—1) negativ bleibt, so 
sind in dem Polynom N,, nur unter der Bedingung soviel Zeichenwechsel. 
als der Grad der Gleichung beträgt, vorhanden, dass « positiv ist. Dieses 
ist also nach der Descartesschen Zeichenregel die erste Bedingung. welche 
nothwendig erfüllt sein muss, damit die Nenner N,, die angegebene Eigen- 
schaft haben. Man kann nun weiter nach der Methode von Sturm verfahren. 


N ' } dNm d’N: d”" Na, we 
Die Reihe N,,,, - =, + — —— hat nämlich, wenn « positiv ist, 





de ?° d«’ ’ da" 
auf der Strecke 2 = -+1---+» die charakteristischen Eigenschaften einer 
Y . N T . 5 dN;,, 
Sturmschen Reihe. Erstens, wenn N,, verschwindet, so verschwindet nr 
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.>’r 


nicht; und bei wachsendem x haben die beiden Glieder, unmittelbar vor dem 
Verschwinden von XN,;, entgegengesetzte, nachher gleiche Zeichen. Zweitens 
sieht man aus der oben aufgestellten Relation zwischen je drei Gliedern der 
Reihe, dass wenn auf der bezeichneten Strecke eines der folgenden Glieder 
verschwindel, die beiden angrenzenden entgegengesetzte Zeichen haben. Setzt 
man jetzt in dieser Reihe e=+x»x und e=-+1, so erhält man im ersten 
Falle beständig Zeichengleichheit. Im zweiten Falle kann man die Reihe der 
Zeichen leicht aus der obigen Relation beurtheilen, in welcher für e=1 das 


) y 


nn dr“ B. » D. -4 
Glied ———; ausfällt. Man findet als notwendige und hinreichende Bedingung 


dass m Zeichenwechsel vorhanden seien, die, dass @—-y<Z0 ist. Sind aber 
die angegebenen Bedingungen, nämlich O<«a<Zy erfüllt, so haben sämmtliche 
Nenner \,, von dem ersten an ihre Wurzeln auf der ausgeschiedenen Strecke. 

Auf dieselbe Weise lässt sich \,;,,,, untersuchen, und man erhält hier 
als nothwendige und hinreichende Bedingung, dass die Wurzeln auf der Strecke 
2 —=-+1-.+%x liegen, die, dass -1<e <Zy ist. 


Wendet man dieses auf die Kettenbrüche von 





log(1—-x) = —xF(1,1,2, x), 

1+x re a 

log( = 2rF(},1,3,2€), 
(1-z2)* = Fi-u,1,1,®) 


Es 
} 


an. so ergiebt sich, dass in dem ersten die Nenner N,, und N,,,;, ihre 
Wurzeln beständig auf der Strecke e=-+1---+ x liegen haben, in dem zweiten 
1 und 2 =-+1--+wx. Was das Binomium 








auf den Strecken 2 = — x: 
angeht. so haben, wenn -1<Zu<Z0 ist, sowohl die Nenner N,,, als auch 
N,,., ihre Wurzeln auf der ausgeschiedenen Strecke. In dem Falle, wo 
0.1 ist, findet dasselbe noch für die Nenner XN,,,, statt. Man kann 
dann je zwei aufeinander folgende Glieder der Kettenbruchreihe, wie in $. 3 


2r—i 


4, Ad,...Ad2,— 10" 


angegeben worden ist, zusammenfassen und erhält die Reihe 1+2 NN j 
a 1 2r—ı1lVN?r+1 





in welcher bloss die Nenner N,,,, vorkommen. 

In beiden Fällen liefert die Multiplicatiion der Kettenbruchreihe mit 
1—:r)", wo n eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl ist, eine 
nach rationalen Functionen fortschreitende Reihe, wovon kein Glied innerhalb 
des Gebietes, welches durch die Strecke = +1---+®» begrenzt ist, unend- 
lich wird, und welche das Binomium mit beliebigem reellen Exponenten in 


diesem ganzen Gebiete darstellt. 














Ueber die Reihen, welche nach Kugelfunetionen 


fortschreiten. 
(Von Herrn L. W. Thome.) 


In S. 2 der vorhergehenden Abhandlung sind hypergeometrische Reihen. 
die von der ganzen Zahl m abhängen, betrachtet und deren Grenzwerthe für 
m — x ermittelt worden. Auf diese hypergeomelrischen Reihen lassen sich 
als specielle Fälle die Kugelfunctionen zurückführen. Durch die Untersuchun- 
sen der Herren Heine und Neumann kennt man die Entwickelung der eindeu- 
tigen und stetigen Funclionen eines complexen Argumentes in Reihen, welche 
nach Kugelfunctionen fortschreiten. Die Gesetze der Convergenz und Dille- 
rentiation der allgemeinen Reihen von Kugelfunclionen bei beliebigen Coefli- 
cienten lassen sich nun in einfacher Weise nach der in der vorigen Abhand- 
angewandten Methode bestimmen, welche auf der Betrachtung des 


lung 
allgemeinen Gliedes in der Reihe beruht. Um diese Unter- 


Grenzwerthes des 
suchung ühersichtlicher zu machen, möge es zunächst gestaltet sein. die Sätze 
der Herren Heine und Neumann kurz anzugeben. 

Entwickelt man die Integrale der Differentialgleichung der Kugel- 


funetionen 


er +8 (n+1)s = 0 





nach absteigenden Potenzen von x, so erhält man folgende Ausdrücke derselben: 





er(—®, z ad ‚e”), 


ac 2, 243 40) 





Diese gehen nach $. 2 der vorigen Abhandlung durch die Substitution 


HE 


5 in nachstehende über: 


2zn—1 ._\ 
Er F(4,—n, — 8 ) 
a9 'rG ‚n-+1, rn — ; 


wovon der erste eine ganze Function von x n'" Grades, der zweite eine 
43 
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ur 


Function von x darstellt, die ausserhalb der Strecke = —1:--+1 eindeutig 


und stetig bleibt. 
Herr Heine gebraucht (Handbuch der Kugelfunctionen) die Ausdrücke 


dieser Functionen durch bestimmte Integrale: 


aaa ne en u —n Du 2°) 














RR Wi 
wa _——. 
=—/ (s+00spya’—1)'dp = P®z, 
1.8.8; pl Rn 2n+3 __:\ 
135 nm® Fr ; dr ) 


«N PER | 
= /« + cosätya—I1)"d= 0, 


0) 
wo das Wurzelzeichen so bestimmt wird, wie in $. 2 der vorigen Abhand- 
lung angegeben worden ist; und er beweist mit Hülfe dieser Integrale, dass 


die Gleichung 
1 


Zu. 





es 
= I (2n +H1)0"oP" u 
() 


stattfindet und zwar unter der Bedingung 
Mod. (o+ ye’—1) > Mod. (u+yw—1). 

llerr Neumann zeigt in der Abhandlung: „Ueber die Entwickelung einer 
Funelion mit imaginärem Argumente nach den Kugelfunctionen erster und 
zweiter Art“ (Halle 1862), dass diese Bedingung dann erfüllt ist. wenn in 
dem Systeme confocaler Ellipsen mit den Brennpunkten e= +1 e auf einer 
grösseren, als # liegt. Er entwickelt ferner das Integral in der Cauchyschen 
Formel: 

fo 


[rw Re 2rıı u an 





durch die Reihe von Herrn Heine und erhält den Salz: 

Eine Function des complexen Argumentes x, die für die Werthe von x 
innerhalb einer Ellipse mit den Brennpunkten = +1 eindeutig und stetig ist, lässt 
sich in diesem Bereiche durch an Formel nach Kugelfunctionen entwickeln: 


ä 55 2n - 
fa = > /foQ YVopdeP” x, 


= Imi « 


wo die Integration über den Rand der Ellipse in positiver Richtung (von 
der positiven Seite der Abscissenaxe zur positiven der Ordinatenaxe hin) aus- 


zuführen ist. 
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Gleicherweise leitet er aus der Formel: 
1 E fu 
r = — de +/& € 
/ 2mi I) v—z La 
den Satz ab: 


“ine Function von r, die für die Werthe von x innerhalb des Ringes 








zwischen zwei confocalen Ellipsen mit den Brennpunkten z = +1 eindeulig 
und stetig ist, wird in diesem Bereiche durch folgende Doppelreihe nach 


Kugelfunetionen entwickelt: 


2 2 1 
Re = 3 fe ON) edeP" x +3 


I 


? | 
= je —/ fa u du 0" 2 


wo die erste Bea über den Rand der äusseren. die zweite über den 


) 


der inneren Ellipse in positiver Richtung auszuführen ist. 
Es werden daher hier Reihen von der Form 
es n 
ZA", 2ZB,0"z, 
0 0 
wo A,, B, beliebige Coefficienten sind. näher untersucht werden. 
$. 1. 
Zu dem angegebenen Zwecke werden die Grenzausdrücke von P’x 
und O”"x für a= x gebraucht. Dieselben sind in $. 2 der vorigen Ab- 


handlung bestimmt worden. 








Es war 
P"x HE? 2 F(} a, 
3... Rn u: y 2 > 
nu 2.0 an- +3 
Bde ni “2, 
2 = — — (45) F(} ah  £ % 
0 1.35. nr \® mt Mn. 
’ u i al ,., 
nach $. 2 der vorigen Abhandlung convergiren F(}, 4, -—-———; 5) und 
2n-5 r Ze - zn } 
F(4,n+1, be F#) mit ihren Ableitungen nach 5° mit wachsendem 


gegen die Grösse (1—-&°): “ bezüglich ihre Ableitungen. 
Es werde jetzt die Reihe ZA, ‚P“ (x) untersucht. 
Transformirt man dieselbe durch Einführung von 5, so erhält man 


3, 1.3.5... —1) ‚zur no ,, 
rasen >), 
San IF) 





. 2zn—1i ' 
Die Function F(4,—n, ——2—, 8°) und eine endliche Anzahl ihrer Ab- 


leitungen nach $£ bleiben dem Modul nach in einem endlichen Bereiche von 5 


ausserhalb des Kreises mit dem Radius 1 unterhalb einer positiven Grösse g. 
43 * 
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Die Potenzreihe 
a 5 ae. ER EN 
ga, 3.2.3.0 (25) 


hat aber denselben Convergenzkreis, wie die Reihe 3A,:'. Denn der der 
1) 

.3.9...(2n — 

2.4.6...2n 








letzteren ist nicht grösser, weil 2 ist. und er ist nicht 


kleiner. weil in der Reihe 


1.3.5...(2n— 1) 1 ıEg\n—l __ r 1.3.5...(2n—1) io 
1.2.3...n 20 \25) be 2 A, 5.4... —P) ” 











der Factor —>1 ist. Der Radius dieses Kreises werde mit R 








bezeichnet. 
Ist R >> 1, so convergirt die Reihe 
7 1 . 3 . 5 ... (2n nn 1) r Go. 2n — 1 .. Y 
> B ee,‘ ig "F 4 . Wu... „ieh ’ 5 Ni 
SA MDF m 8°) 


mit den durch Differentiation nach 5 abgeleiteten für die Werthe von S in 
dem Ringe zwischen den Kreisen mit den Radien 1 und R unbedingt (d.h. 
die Reihen der Moduln convergiren). Dagegen divergirt die Reihe ausser- 


halb des Kreises mit dem Radius AR. Denn ausserhalb dieses Kreises diver- 





\ ' & 1.3. 2 l ’ ‚ ’ u 
sirt die Reihe FA, —. nn gar u Dr 5)"; und, da diese eine Potenzreihe ist, 


so bleibt das allgemeine Glied äuselsen nicht unterhalb einer endlichen Grenze. 
Das Verhältniss dieses Gliedes zu dem entsprechenden der Reihe 


.(2n—1) ‚zum zn—i ,._ 
(35) Ye - as mung -_ ?) 





» 4.3.5. 
ZA, 37073 


Ne 


convergirt gegen (1—5")"?; also wird auch das allgemeine Glied der letzteren 
nicht unendlich klein. 
Ist ferner R = 1, so divergirt aus demselben Grunde die vorliegende 
Reihe für die Werthe von £ ausserhalb des Kreises mit dem Radius 1. 
Betrachtet man jetzt die Reihe als Function von x, so hat man den 
zu S gehörenden Ort von x zu bestimmen. 


Es ist 
&+. E1 = mr 
A s=c+yr—1. 
Wird S= o(cos®#-+isin®) gesetzt, so erhält man: 


e= +(o+ Js 0+i4(e- sin 


Durchläuft also 5 den Kreis mit dem Radius g in positiver Richtung, so durch- 
























Br. 


„br“ 
a 2 
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läuft x die Ellipse mit den Halbaxen ! +) und 4 (e-): also mit den 
Brennpunkten 2= +1; und zwar in positiver oder negaliver Richtung , je 
nachdem oe > 1 oder <1. Diese Ellipse wächst im ersten Falle mit wach- 
sendem 0, im zweiten mit abnehmendem o. 

Hieraus ergiebt sich nun ar die Reihe 
Se ? en Ir r(h,— An =), 


— 


> ah .2.3.. 

als Function von & Sieh Folgendes: 
R>1. Diese Reihe und die durch Differentiation nach .r von ihr 

abgeleiteten convergiren in dem Ringe zwischen der Strecke 2 = —1:... +1 

und der Ellipse mit den Brennpunkten = +1 und der grossen Halbaxe 


1 - 
(R+z,) unbedingt. 
Ferner sieht man aber aus der Formel 
1.3.9...(2n—1), 2n—1l ._, 
In), un L- ns 2 Br 
a Zu En 125)" Fi, — ” Be ); 


N 











in welcher die Coefficienten positiv sind. dass auf einer Ellipse mit den 
Brennpunkten &= +1 der Werth von P” x auf der positiven Seite der Ab- 
scissenaxe positiv und gleich oder grösser ist, als der Modul von Pr für 
irgend einen anderen Punkt derselben Ellipse, und dass dieser Werth von 

— 1 an mit wachsendem x wächst. Dasselbe gilt nach der Formel von 


Herrn Christoffel: 


d n— ı f 4 n—3 n——5 
nr P9z = (?n-—1) P"""zc+(2n - 5) Pr"? c+(2n —9) PU r 
Mn 


von sämmtlichen Ableitungen von Pr. 

Daher convergirt die obige Reihe mit ihren abgeleiteten überall innerhall 
der angegebenen Ellipse unbedingt und zwar jede einzelne Reihe in diesem Be- 
reiche in gleichem Grade. Unter Wiederholung der in $. 4 der vorigen Ab- 
handlung gemachten Bemerkungen sieht man daher, dass die abgeleiteten Reihen 
die Ableitungen der durch die ursprüngliche Reihe bestimmten stetigen Function 
sind. Dagegen divergirt die vorliegende Reihe ausserhalb der angegebenen Ellipse. 

RZ1. Die Reihe divergirt ausserhalb der Ellipse mit den Brenn- 
punkten e= +1 und der grossen Halbaxe 1 überall. 

Nimmt man nun die Begrenzung der Convergenzellipse aus, so kann 
man die Resultate in folgenden Satz zusammenfassen: 

Bezeichnet R den Radius des Convergenzkreises der Potenzreihe 


% 
PB: A,xc”, 
0 
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so hat die Reihe 


L 
SA P”x 
() 




















zur Convergenzgrenze die Eilipse mit den Brennpunkten z= +1 und der 
N 
(R - 7) wenn R —>1. 


ı(1+1). wenn RT1 ist. 
Ausserhalb dieser Ellipse divergirt die Reihe. 


6”) 


orossen Halbaxe 





Innerhalb derselben convergirt sie mit den durch Differentiation der 
Glieder aus ihr abgeleiteten unbedingt, und zwar jede einzelne dieser Reihen 
in dem ganzen Bereiche in gleichem Grade. Die abgeleiteten Reihen sind die 
Ableitungen der durch die ursprüngliche Reihe bestimmten stetigen Function. 

Auf gleiche Weise leitet man für die Reihe ZB, 0")’x den entsprechen- 
den Satz ab: 

3ezeichnet #, den Radius des Convergenzkreises der Potenzreihe 

& B,«", 
so hat die Reihe 
5 B,0” x 


zur Convergenzgrenze die Ellipse mit den Brennpunkten = +1 und der grossen 


1 
ı(R,+z-), wenn R =1, 
Halbaxe ‚ Au > | PORN 
ı1-+-1), wenn R, >1 ist. 
In dem Ringe zwischen dieser Ellipse und der Strecke 2 = —I-. +1 


divergirt die Reihe. 

Ausserhalb der Ellipse convergirt sie mit den durch Differentiation von 
ihr abgeleiteten unbedingt und jede einzelne in gleichem Grade. Die abge- 
leiteten Reihen sind die Ableitungen der durch die ursprüngliche ausgedrückten 
stetigen Function. 


$. 2. 
Die hier zur Untersuchung von Reihen angewandte Methode, welche 
sich auf die Betrachtung des Grenzwerthes des allgemeinen Gliedes stützt, ge- 
stattet auch einen einfachen Beweis der Heineschen Reihe 


1 


O— U 





e. 
—= (2 +1) 0" vo Pu. 
0 


In die Formel 








rar) m a le ae 
BES N 
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seize man den Legendreschen Ausdruck für «”: 


n 








W = 
1.2.3...n >(n) zn+l yn-2 (2n+1)(2n—1) 
u a (n-2),,_\_/® Bw RR) IAn-4) De 
135.0 (2041) ‚P’'u+(2n—3) —— 5 P"Pu+(Rı W Pe Put. 
Da Pu Pl, für «= —1-.-+1, und P”1=1 und daher 
2.8. et n +1 Ä 
1 > ———— - (2n--1 ‚Mod. Pr” u--1 2n—3) "2 — Mod. Pr 9 u +...) 
— 1.3.5...(2r +1) 4 \ ’ 
2 
st. für «= —1:--+1, so darf man die Reihe Ze"! „" nach P ordnen. wenn 
\vu=—1-..+1 


„ und © die Bedingung | erfüllen. 


'Mod.e —>1 


Der Coeffiecient von Po ist 


1.2.3.0 gr N--; % 2n-+3 _ ’ | er 
1.3.5. A —1) Ale Sie Th 2a DUB ) —= (2n+1)0": 


Daher ist die Gleichung 





1 
- &(2n+ H1)0"e Pu, 


v—u 
die Herr Heine durch eben diese Entwickelung zuerst erhalten hat. bewiesen 
\u = — 1... +1 


IMod.e > 1. 


Transformirt man nun diese Reihe durch die Substitutionen : 


u ii Sam 


DI 








um- 

so erhält man 
Ro 2 3 ı 9 | | 
2(4£)" (a) F( ı.n-+1. bu < )F(4 Bu er 4 2 2) 


0 


Indem man jetzt, wie in $. 1 weiter verfährt, findet man, dass die vorliegende 
Reihe, als Function von # und © betrachtet und die durch Differentiation nach 
a und © aus ihr abgeleiteten unbedingt und einzeln in gleichem Grade con- 
vergiren, während « in dem Systeme confocaler Ellipsen mit den Brenn- 
punkten e= +1 auf einer kleineren, als » liegt, dass dagegen, wenn diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, die vorliegende Reihe divergirt. 

Die Reihe &(2n +1) O"eP”u stelll demnach, so lange x innerhalb 
einer der bezeichneten Ellipsen, © ausserhalb derselben liegt, eine eindeutige und 
stetige Function der beiden complexen Argumente « und v dar, deren Identität 

\u = = —1:..+1 
ür 
o—. | Mod. e>1 
Diese Identität gilt also in dem ganzen Convergenzgebiete der Reihe. 


HERE EB 


bereils nachgewiesen worden ist. 





mit der Function 
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so hat die Reihe 
L 
& AP” x 
# 





zur Convergenzgrenze die Eilipse mit den Brennpunkten z= +1 und der 
u 
\(R+ =)» wenn R —>1. 
0) 


ı1+1), wenn RT1 ist. 


orossen Halbaxe 





Ausserhalb dieser Ellipse divergirt die Reihe. 

Innerhalb derselben convergirt sie mit den durch Diflerentiation der 
Glieder aus ihr abgeleiteten unbedingt, und zwar jede einzelne dieser Reihen 
in dem ganzen Bereiche in gleichem Grade. Die abgeleiteten Reihen sind die 
Ableitungen der durch die ursprüngliche Reihe bestimmten stetigen Function. 

Auf gleiche Weise leitet man für die Reihe ZB,0”z den entsprechen- 
den Satz ab: 

ezeichnet #2, den Radius des Convergenzkreises der Potenzreihe 

& B,e”, 
so hat die Reihe 
= B,0% x 
zur Convergenzgrenze die Ellipse mit den Brennpunkten = +1 und der grossen 
Halbaxe (Rt .„ wenn R 1, 
ı(1+1), wenn R, >1 ist. 
In dem Ringe zwischen dieser Ellipse und der Strecke 2= —1.. +! 
divergirt die Reihe. 

Ausserhalb der Ellipse convergirt sie mit den durch Differentiation von 
ihr abgeleiteten unbedingt und jede einzelne in gleichem Grade. Die abge- 
leiteten Reihen sind die Ableitungen der durch die ursprüngliche ausgedrückten 


stetiren Function. 


$. 2. 
Die hier zur Untersuchung von Reihen angewandte Methode, welche 
sich auf die Betrachtung des Grenzwerlhes des allgemeinen Gliedes stützt, ge- 
stattet auch einen einfachen Beweis der Heineschen Reihe 


1 


vr—Uu 





se n 
= 2(2n+1)Q0"eP" u. 
() 
In die Formel 
es 
use 


PX; u 
OO — U 0 





| 





TR Sale 
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seize man den Legendreschen Ausdruck für a": 











. 
1.2.3... 2n+ (2n+I)(2n 
———_—— 1(20- 1)P"u+(2n—3) | pu-» 7) —— en1) pan- Yu... 
1.3.5...(2n+1) | T u+(en ä u+(2n— 34 rs 
Da Pr” u Pl, für «= —1---+1, und P®1=1 und daher 
1.2.8. Rn 1 | 
er er; ge (2n+1) Mod. Pr u+- (2n—3) + -Mod. Pr—9yu-+...| 
— 1.3.5...(2n +1) | \ \ 
2 
ist. für «= —1:---+1, so darf man die Reihe Io”""!„" nach P ordnen. wenn 
ia ulm sin. 23 BER 
« und © die Bedingung erfüllen. 


° Mod.e >1 


Der Coefficient von Pu ist 





1.8.3... ınfn+i n-+4+2 2n+3 ie . 
« m u. 4% [Bi F ‘) . “ ar a e=?) — (2n +1 Pad. 
1.3.5...(2n —1) Tec Fe 2 ’ 


Daher ist die Gleichung 
1 
re 3 (2n+ H1)0" oe Pu, 


v—Uu 
die Herr Heine durch eben diese Entwickelung zuerst erhalten hat, bewiesen 








u=—1-..+1 iin, i ee 
für 7 OR Transformirt man nun diese Reihe durch die Substitutionen : 
Mod.® ” 
+ +6! 
— nn. < ».= — | 
2 2 


so erhält man 
za) in)"F (}, n-+1. en Me FÜ I,—n,— = ” : *). 

Indem man jetzt, wie in $. 1 weiter ee, findet man, dass die vorliegende 
Reihe, als Function von # und © betrachtel und die durch Differentiation nach 
a und » aus ihr abgeleiteten unbedingt und einzeln in gleichem Grade con- 
vergiren, während « in dem Systeme confocaler Ellipsen mit den Brenn- 
punkten e= +1 auf einer kleineren, als © liegt, dass dagegen, wenn diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, die vorliegende Reihe divergirt. 

Die Reihe &(2n +1) O"eP”u stelll demnach, so lange » innerhalb 
einer der bezeichneten Ellipsen, © ausserhalb derselben liegt. eine eindeutige und 
stetige Function der beiden complexen Argumente x und v dar, deren Identität 
. w=—-1..H " | 
für / bereits nachgewiesen worden ist. 
| Mod.» —1 “ 

Diese Identität gilt also in dem ganzen Convergenzgebiete der Reihe. 


CH 





mit der Function 
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Ueber die Erzeugung der Curven dritter Klasse 
und vierter Ordnung durch Bewegung 
eines Punktes. 


(Von Herrn Siebeck in Liegnitz.) 


Hiässı man die Punkte zweier sich in wenigstens zwei reellen Punkten 
schneidender Kegelschnitte einander so entsprechen, dass je zwei entspre- 
chende Punkte mit einem der Durchschnittspunkte P_ der Kegelschnitte in 
verader Linie liegen, so erhält man eine besondere Art projectivischer Punkt- 
reihen. welche man perspectlivisch nennen könnte. und welche das Eigenthüm- 
liche haben. dass wenn man in je zwei einander entsprechenden Punkten 
Tangenten legt, die von den Durchschnittspunkten der letzteren gebildete 
Curve zwar von der vierten Ordnung nicht aber von der sechsten Klasse ist. 
wie es bei der allgemeinen Annahme projectivischer Punktreihen der Fall 
sein müsste, (vergleiche die Abhandlung des Herrn Schröter im 54°" Bande 
dieses Journals) sondern nur von der dritten Klasse. Der Umstand. dass auf 


diese Weise die Curven dritter Klasse — vorläufig allerdings nur diejenigen. 
welche eine Doppeltangente besitzen — unmittelbar durch Bewegung eines 


Punktes erzeugt werden, gab mir Veranlassung, die aus dieser Erzeugungs- 
weise entspringenden Eigenschaften dieser Curven aufzusuchen. Die Beziehung 
in welcher diese Betrachtungen zu den Arbeiten von Steiner und Uremona 
über eine besondere Curve dieser Art stehen, insbesondere die Ableitung der 
[fesseschen Curve, habe ich nicht weiter erörtert, da sie der kundige Leser 
selbst leicht findet. Ebenso habe ich diejenigen Erörterungen unterlassen, 
welche den vorstehenden nach den Polaritätsgesetzen complementär gegen- 


überstehen 


1. 
Sind in einer Ebene drei projectivische Strahlbüschel gegeben, deren 
Centra P, 0, R in gerader Linie liegen. und bilden p, g, r eine Gruppe ent- 
sprechender Strahlen dieser Büschel, so werden sich die Ecken des von 
letzteren gebildeten Dreiecks ZUN, wenn die Strahlen ihre Richtung ändern. 
auf drei Kegelschnitten (PQ). (OR) und (PR) bewegen. von denen jeder 
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durch zwei der Centra geht, und die sich ausserdem in denselben drei Punkten 
A. B, C schneiden; denn liegt z. B. der Punkt A zugleich in (PO) und 
(OR). so liegt er gleichzeitig in allen drei Strahlen der bezüglichen Strahlen- 
oruppe, folglich auch in (PR). Seien nun p, q, r und p', q, r' zwei be- 
liebige Strahlengruppen, von welchen die Dreiecke LMN und UMN' gebildet 
werden. so werden, da je zwei entsprechende Seiten der letzteren sich in 
drei in gerader Linie liegenden Punkten P, O0, R schneiden, die Verbindungs- 
linien entsprechender Ecken nach einem bekannten Salze in einem Punkte X 
zusammenkommen, und dies wird auch dann der Fall sein. wenn die Drei- 
ecke LMN und UMN’ einander unendlich nahe liegen und somit die Linien 
LX, MX, NX Tangenten der Kegelschnitte werden. Der Punkt X aber wird. 
wenn die Strahlen p, q, r sich um ihre Centra das zwischen ihnen festge- 
stelle Gesetz der Projectivität befolgend drehen. eine Curve Ü beschreiben. 
deren Natur und Eigenschaften zu untersuchen unsere Aufgabe ist. Man er- 
sieht sogleich. dass diese Curve durch die Punkte P, Q, R, A, B, C vollkommen 
segeben ist, da jeder der drei Kegelschnitte durch fünf dieser Punkte geht. 
also völlig bestimmt ist. Das Dreieck ABC wollen wir das Fundamental- 
dreieck, und die drei in gerader Linie liegenden Punkte P, Q,R eine Involutions- 
gruppe der Curve CE nennen. Wir werden nämlich bald beweisen. dass unter 
Beibehaltung des Fundamentaldreiecks die Curve C aus unendlich vielen 
solcher Gruppen erzeugt werden kann: dass insbesondere jede gerade Linie 
in der Ebene unendlich viele solcher Gruppen enthält. welche eine Involution 
dritter Ordnung bilden. 

Zunächst leuchtet ein. dass wenn es sich eben nur um die Erzeugung 
der Curve handelt. eine der drei Ecken des Dreiecks LMN nicht nöthig ist. 
Die Curve wird im Einklange mit der im Eingange dargelegten Anschauungs- 
weise in der That schon erzeugt. wenn man um einen der Durchschnitispunkte 
P. zweier sich in A, B, C, P schneidender Kegelschnitte (PO) und (PR, eine 
Gerade sich drehen lässt. und in den Durchschnittspunkten dieser Geraden mit den 
Kegelschnitten Tangenten an letztere legt. welche sich in A schneiden. Daher 
ist auch nicht einmal die Lage der Punkte Q und AR auf diesen beiden Kegel- 
schnitten eine bestimmte, sondern nur an die Bedingung gebunden, dass sie 
mit P in gerader Linie liegen. Somit bildet jede durch P gehende Gerade 
in ihren drei Durchschnittspunkten P, Q', R’ mit (PQ) und (PR) eine Involutions- 
gruppe der Curve C; ebenso natürlich jede durch Q gehende Gerade in ihren 
drei Durchschnittispunkten mit (PQ) und (OR). und jede durch AR gehende 
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Gerade in ihren Durchschnittspunkten mit (PR) und (OR). Wir haben somit 
schon drei Schaaren von Involutionsgruppen der Curve C nachgewiesen, 
welche aber alle noch der Beschränkung unterworfen sind, dass in jeder 
Gruppe einer der drei Punkte P, Q, R von denen wir ausgegangen sind, 
vorkommen muss. Von dieser Beschränkung werden wir uns frei machen. 
Betrachten wir zu dem Ende diejenige Kegelschnittschaar ©, welche 
entsteht, wenn man durch den Punkt P unendlich viele Gerade zieht, welche 
die beiden durch P gehenden ursprünglichen Kegelschnitte (PO) und (PR) in 
0' und R’, 0’ und R”, etc. schneiden, und dann durch O’R’ einen dem 
Fundamentaldreieck umschriebenen Kegelschnitt (O’R’) legt, ebenso durch 0" 
und AR” den dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kegelschnitt (O’R”) ete. 
Zu dieser Schaar gehören offenbar die Kegelschnitte (PQ) und (PR) selbst, 
indem sie denjenigen Richtungen der sich um P drehenden Geraden ent- 
sprechen, in welchen dieselbe resp. (PR) und (PQ) berührt. Sodann aber 
lässt sich beweisen, dass wenn man zwei beliebige Kegelschnitte (O’R’) und 
(O"’R”) aus der Schaar herausnimmt und aus ihnen unter Beibehaltung des 
Fundamentaldreiecks in derselben Weise eine neue Schaar ©” bildet, wie wir 
sie vorher aus (PO) und (PR) gebildet haben, diese neue Schaar mit der 
Schaar © identisch ist. Denn um zunächst eine vermittelnde Schaar © aus 
(PR) und (O’R’) zu bilden, legen wir durch den Durch- 
schnittspunkt R’ von (PR) und (Q’R’) eine beliebige 
Gerade, welche (PR) zum zweiten Male in U, (O'R') 
zum zweiten Male in V treilen mag; legen wir dann 


ON (PR) 


durch U und V einen dem Fundamentaldreieck um- 
schriebenen Kegelschnitt (UV), so gehört derselbe zu 
der Schaar ©, und es ist zu beweisen, dass er auch 
zur Schaar © gehört. Das letztere wird aber der Fall 
sein, wenn (UV) auch durch denjenigen Punkt geht, in 





\\ if welchem (PQ) zum zweiten Male von der Geraden PU 
N/ A geschnitten wird; was auf folgende Art bewiesen wird. 
RT ar) Es liegen die sechs Punkte A’, V, Q', A, B, C 

nt in einem Kegelschnitt (O’R’), und es muss insofern. bei 


Anwendung einer bekannten Bezeichnungsweise 
(1.)  R’(ABCQ') A V (ABCOQ), 
(2.)  R’(ABCV) ı Q'(ABCV) 
sein. Ebenso muss aber auch. da die sechs Punkte R', U, P, A, B, C in 
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einem Kegelschnitte (PR) gr 

(3.) '(ABCP) /, U(ABCP), 

(4.) rer A P(ABCU) 
sein. Es folgt aber einerseits aus (1.) und (3.). da die Strahlen R’O’ und 
R’'P idenlisch sind, 

(5.)  V(ABCQ') A U(ABCP), 
woraus hervorgeht, dass der Durchschnittspunkt W von VO’ und UP auf 
dem Kegelschniltt (UV) liegt. Andererseits folgt aus (2.) und (4.). da die 
Strahlen RU und R’V identisch sind, 

(6.) 0’'(ABCV) A P(ABCU), 
woraus hervorgeht, dass W auf dem Koedshni (PO) liegt. Folglich treflen 
sich die Kegelschnitte (UV) und (PQ) und die Gerade PU wirklich in einem 
und demselben Punkte W, und wir haben somit bewiesen, dass die aus (PO) 
und (PR) gebildete Schaar S mit der aus (PR) und (O’R’) gebildeten Schaar 
& zusammenfällt. 

Durch ein analoges Räsonnement wird aber gezeigt, dass die aus (PR) 
und (OQR’) gebildete Schaar &’ mit der aus (O’R’) und (Q"’R”) gebildeten 
Schaar ©” identisch ist. Folglich ist auch ©’ mit © identisch und dem- 
nach der vorhin aufgestellte Satz allgemein bewiesen. 

Man kann somit jeden der Schaar & angehörigen Kegelschnitt aus 
zwei beliebigen Kegelschnitten der Schaar in derselben Weise erhalten, wie 
wir oben die Kegelschnitte (O’R’), (Q’R”) etc. aus (PO) und (PR) erhalten 
haben. Hieraus folgt aber sofort, dass alle Kegelschnitte der Schaar S in 
gleicher Beziehung zur Curve © stehen und in derselben Weise zur Erzeu- 
gung derselben dienen können, wie die ursprünglichen Kegelschnitte. Dieses 
Hauptgesetz wird durch folgenden Satz ausgedrückt: 

Die drei vierten Durchschnittspunkte irgend dreier Wegelschnitte der 
Schaar © liegen immer in gerader Linie und bilden eine Imvolutions- 
gruppe der Curve CÜ. Die Curve C aber kann auf unendlich verschie- 
denartige Weise erzeugt werden, indem man zwei beliebige Kegelschnitte 
der Schaar S auswählt und um ihren vierten Durchschnittspunkt eine 
Gerade sich drehen lässt; legt man dann in den Durchschnittspunkten der 
letzteren mit den zwei Kegelschnitten Tangenten, so wird der Durch- 
schnittspunkt dieser Tangenten immer dieselbe Curve ÜC beschreiben. 


Durch jeden Punkt der Ebene mit Ausnahme der Punkte A, B, C 
44. * 
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sehen offenbar nur zwei Kegelschnitte der Schaar. Denn ginge beispiels- 
weise durch den Punkt P ausser (PQ) und (PR) noch ein dritter Kegelschnit! 
(OR), so würden die drei in gerader Linie liegenden Punkte P’, 0’, R' 
zugleich auf diesem dem Dreieck ABC umschriebenen Kegelschnitt liegen. 
was nicht möglich ist. Hieraus ist aber leicht zu ersehen, dass jede Gerade 
in der Ebene unendlich viele Involutionsgruppen der Curve € enthält. Sei 
nämlich P’ ein beliebiger Punkt einer beliebigen Geraden L, so werden die 
beiden durch ihn gehenden und vollkommen bestimmten Kegelschnitte diese 
(Gerade noch in zwei Punkten O0’ und R’ schneiden, durch welche noch ein 
dritter Kegelschnitt der Schaar geht. Die Punkte P', 0’, R’ werden somit 
eine Involulionsgruppe von € bilden, und es kann überhaupt jeder Punkt von 
I, als zu einer solchen Gruppe gehörend betrachtet werden, und die beiden 
anderen Punkte der Gruppe sind dann durch ihn mit bestimmt. Da ferner aus 
jedem einzelnen Punkte einer solchen Gruppe die beiden anderen in gleicher 
Weise gelunden werden, so müssen sie auf der Geraden eine Involution der 
dritten Ordnung bilden. Auch leuchtet ein, dass, wenn das Fundamentaldreieck 
gegeben ist, durch drei beliebige in gerader Linie liegende Punkte P, O0, R, 
welche eine Gruppe bilden, alle anderen in der Ebene befindlichen Gruppen 
mit bestimmt sind. 

Betrachten wir nun zwei einander unendlich nahe liegende Kegelschnitte 
PO) und (PR) der Schaar ©, welche von einem beliebigen dritten (OR) 
in Q und Zr geschnitten werden, so werden auch die Punkte Q und AR ein- 
ander sehr nahe liegen und somit die gerade Linie POR den Kegelschnitt 
(QR) berühren. Zugleich aber ist P als Durchschnittspunkt zweier einander 
unendlich naher Kegelschnitte ein Punkt der Enveloppe der Schaar ©. Wir 
erhalten somit den Salz: 

Irgend ein Kegelschnitt der Schaar S wird von sämmtlichen übrigen 
IKegelschnitten der Schaar in dem jedesmaligen vierten Durchschnittspunkte 
so geschnitten, dass die Tangenten, welche man in demselben an die letz- 
teren legen kann, in einem Punkte zusammentreffen und dieser Punkt ist 
zugleich derjenige, in welchem der erstere Kegelschnitt die Enveloppe der 
Schaar berührt. 

Wir wollen diesen Punkt den Hauptpunkt des betreffenden Kegelschnittes 
nennen. Ferner: 

Fallen zwei Punkte einer Involutionsgruppe zusammen, so liegt der 
dritte Punkt auf der Enveloppe der Schaar. 





N 
$ 
B 
i 





‘ 


Siebeck, über Curven dritter Klasse und vierter Ordnung. 349 


Nimmt man endlich auch den dritten beliebig angenommenen Kegel- 
schnitt (QR) dem (PQ) und (PR) sehr nahe an, so fallen die Punkte O und 
R mit P zusammen und man hat den Satz: 

Die Enveloppe der Schaar © ist der Ort aller Punkte der Ebene, 
in welchen je drei Punkte einer Involutionsgruppe vereinigt sind. 

Da endlich, wenn wieder (PO) und (PR) zwei beliebige Kegelschnitte 
der Schaar S sind, der die Curve © beschreibende Punkt X der Durch- 
schnittspunkt der beiden Tangenten ist, welche sich in den Durchschnittspunkten 
I, und M einer sich um P drehenden Geraden mit den Kegelschnitten PO 
und (PR) an diese Kegelschnitte legen lassen, so muss der Punkt X der 
Haupipunkt des Kegelschnitts (LM) sein. 

Somit ist die Enveloppe der Schaar © mit der Curve U identisch. 

Und da sich in jeder Geraden Z der Ebene vier Involutionsgruppen 
von der Beschaffenheit befinden müssen, dass zwei Punkte einer solchen 
Gruppe zusammenlallen, so ist die Curve © von der vierten Ordnung. 

Zu gleicher Zeit geht aber aus vorstehender Betrachtung eine neue 
Erzeugungsweise der Schaar S hervor. Ist nämlich ei» Kegelschnitt der 
Schaar und mit ihm zugleich sein Hauptpunkt gegeben, so ist dies gleichbe- 
deutend damit, dass zwei (unendlich nahe) Kegelschnitte von S gegeben sind 
also die Schaar vollkommen bestimmt. Da nun alle Kegelschnitte der Schaar 
in gleicher Weise sich verhalten, so erhalten wir den Satz: Ist ein System 
einem festen Dreieck umschriebener Kegelschnitte so beschaffen, dass einer 
derselben von allen übrigen in dem jedesmaligen vierten Durchschnittspunkt 
so geschnitten wird, dass die Tangenten, welche man an jeden derselben in 
dem resp. Durchschnittspunkte legen kann, in einem und demselben Punkte des 
ersten Kegelschnitis zusammentreffen, so wird auch jeder andere Kegelschnit! 
des Systems von den übrigen in derselben Weise geschnitten. 


2. 

Wir haben eben gesehen, dass die Schaar & völlig bestimmt ist, wenn 
ausser dem Fundamentaldreieck ein Kegelschnitt der Schaar und ausserdem 
sein Hauptpunkt gegeben ist. Sei daher K ein solcher Kegelschnitt und 0 
sein Haupipunkt, sei ferner Q ein beliebiger Punkt von K, so wird durch 
V noch ein zweiter Kegelschnitt K’ der Schaar & gehen, und zwar wird er 
OQ in Q berühren. Bezeichnen wir nun die Tangenten an K und K’ im 
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‚n’ Punkte C durch £ und f, so kann man F' und 
| bBQ, CA und 00, AB und CO als drei Paar 
gegenüberstehende Seiten eines dem KÄ’ einbe- 
schriebenen Sechsecks betrachten und es müssen 
nach dem Pascalschen Salze die Durchschnilts- 
punkte dieser Paare, die wir resp. durch N, @, 
F bezeichnen wollen, in gerader Linie liegen. 
Aus demselben Grunde müssen aber auch die 
drei Durchschnittspunkte der Linienpaare # und 
BO, CA und 00, AB und CO, also die Punkte 
M, @, F (wenn M der Durchschnittspunkt von £ und 
BO ist) in gerader Linie liegen. Folglich liegen 
die vier Punkte @, F, N, M in gerader Linie 
und man kann f einfach dadurch construiren. dass 
man @, den Durchschnittspunkt von OO und AC, 


mit 37 verbindet; ist dann N der Durchschnitts- 





SEE. “ punkt von @M und BO, so ist ON die gesuchte 

Be Tangente f'. Ebenso findet man die Tangente f’ 
von K’ in A. Ist nämlich M’ der Durchschnitts- 
punkt der Tangente von K in A und von BO, so ziehe man die Gerade GT, 
welche von BQ in N’ geschnitten wird; dann ist AN’ die Tangente E". Es 
lässt sich aber nun leicht zeigen, dass, wenn man (0 selbstverständlich als 
[est betrachtet) QO sich auf K bewegen lässt, so dass man also allmählich alle 
Kegelschnitte der Schaar © erhält, die von den Tangenten ? und f” gebil- 
deten Strahlbüschel projeetivisch sind. Es sind nämlich alsdann auch die 
Punkte M und M’ als fest zu betrachten, und es sind die Strahlbüschel OO und 
BQ, da Q sich in einem durch O und B gehenden Kegelschnitt bewegt, pro- 
ieclivisch; ebenso sind. da @ sich auf der Geraden CA bewegt, die Strahl- 
büschel OQ und MG projectivisch; folglich sind auch die Strahlbüschel BQ 
und A/@ projectivisch, d. h. der Punkt N bewegt sich in einem Kegelschnitt, 
und zwar geht der letztere auch durch C, da N und Q zugleich nach B ge- 
langen. Somit ist auch der Strahlbüschel CN mit dem Strahlbüschel MN pro- 
jeelivisch, und da, wie schon erwähnt, der Strahlbüschel MN (oder M@) zu 
O0 projectivisch ist, so ist auch der Strahlbüschel CN dem Strahlbüschel OQ 
projectivischh Da man nun ebenso beweisen kann, dass auch der Strahl- 


büschei AN’ dem Strahlbüschel OQ projeclivisch ist, so müssen auch die 
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Strahlbüschel ON und AN’ projectivisch sein. Wir haben somit bewiesen. 
dass die Tangenten der Kegelschnitte der Schaar & in den festen Punkten 
A, B, © projectivische Strahlbüschel bilden. Bezeichnen wir nun den Durch- 
schnittspunkt von AN’ und BC durch A’, und den von CN und AB durch ©, 
so werden auch die Punktreihen A’ und ©’ projeetivisch sein. Gelangt aber 
3 nach 5, so fallen die Punkte A’ und C', wie man sogleich sieht, ebenfalls 
in 5 zusammen. Somit sind die Punktreihen A’ und C’ perspectieisch, und 
da bekanntlich die drei Tangenten, welche man an einen. einem Dreieck um- 
schriebenen Kegelschnitt in den Ecken des Dreiecks legen kann, die gegen- 
überstehenden Seiten immer in drei in gerader Linie liegenden Punkten treffen. 
so haben wir jetzt folgenden Satz bewiesen: 

Legt man an jeden der Kegelschnitte der Schaar © in den Ecken 
des Fundamentaldreiecks Tangenten, welche die gegenüberstehenden Sei- 
ten des Dreiecks immer in drei in gerader Linie IL liegenden Punkten 
schneiden, so gehen alle diese Linien L durch einen festen Punkt. 

Wir wollen diesen festen Punkt ein für allemal durch P bezeichnen 
und werden zeigen, dass die Curve C drei Rückkehrtangenten hat und dass 
P der gemeinsame Durchschnittspunkt der letzteren ist. Unter den Kegel- 
schnitten der Schaar © befinden sich nämlich drei, von denen jeder aus einem 
System von zwei Geraden besteht; diejenigen nämlich, welche man erhält, wenn 
man den Punkt Q in die Ecken des Fundamentaldreicks verlegt. Jeder dieser 
Kegelschnitte besteht aus zwei Seiten dieses Dreiecks, und wir wollen daher 
den aus den Geraden Ab und AC bestehenden Kegelschnitt durch A, ebenso 
die beiden anderen entsprechend durch B und C© bezeichnen. Die Tangenten 
des Kegelschnitts A gehen sämmtlich durch den Punkt A, aber nur eine von 
ihnen kann zugleich als Tangente der Enveloppe von $, nämlich als Tan- 
gente im Hauptpunkte A des Kegelschnitts A betrachtet werden. Diese aber 
ist keine andere als die Verbindungslinie des Punktes A mit dem festen 
Punkte P; denn die durch P gehende Gerade, welche wir in dem zuletz! 
bewiesenen Satze mit Z bezeichnet haben, fällt bezüglich des Kegelschnitts 
A offenbar mit AP zusammen. Sind dann K’ und K” die dem Kegelschnit! 
A unendlich nahen Kegelschnitte der Schaar & (von denen wir den einen 
als dem A vorhergehend, den anderen als nachfolgend betrachten können), 
so trellen dieselben den Kegelschnitt A in zwei dem Punkt A unendlich nahen 
Punkten R und T, und es müssen dann nach einem eben bewiesenen Satze 
die Tangenten, welche man in R und T an K’ und KÄ” legen kann, durch 
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den Hauptpunkt A des Kegelschnitts A gehen. Da aber offenbar R und T 
auch als Hauptpunkte von K’ und K’ betrachtet werden können, so gehen in 
dem vorliegenden Falle drei auf einander folgende Tangenten der Enveloppe 
von © durch den Punkt A; somit ist A ein Rückkehrpunkt der Enveloppe und 
AP eine Rückkehrtangente. Dasselbe gilt von B und ©. Wir erhalten somit 
den Satz: 
Die Curve C hat drei Rückkehrpunkte, welche in die Ecken des 
Fundamentaldreiecks fallen, und die drei Rückkehrtangenten schneiden sich 
in dem Punkte P. 

Da endlich jeder Rückkehrpunkt die Klassenzahl einer Curve um drei Ein- 
heiten vermindert. so haben wir zugleich bewiesen, dass die Curve Ü von 

der dritten Klasse ist. Sie heisse daher fortan (,. 
Wenn in der Ebene eines Dreiecks ABC ein Punkt 7/7 und eine Gerade 
ı eine solche gegenseitige Lage haben, dass. wenn die Seile BC in A', 
AC in B', AB in C’ schneidet. die Geraden A// und AA’ harmonisch sind 
zu den Dreiecksseiten AB und AC und ein analoger Sachverhalt bezüglich 
der übrigen Ecken stattfindet. so nennt man bekanntlich /7 und = Pol und 
Polare in Bezug auf das Dreieck; und zwar ist diese Bezeichnung zutreffend. 
sowohl wenn man das von den drei Seiten des Dreiecks gebildete System 
von Geraden als Curve dritter Ordnung, als auch wenn man das von den 
Ecken des Dreiecks gebildete Punktsystem als Curve dritter Klasse ansieht. 
Ist in dem Dreieck nur eine Ecke und die ihr gegenüberstehende Seite reell. 
während die beiden anderen Ecken durch ein in dieser Seite angenommenes 
Involutionssystem mit zwei imaginären Doppelpunkten gegeben sind. so hat 
gleichwohl jeder reelle Pol eine reelle Polare; es reicht aber die eben ge- 
sebene Definition alsdann nicht mehr zur Construction aus. Diese Schwierig- 
keit hebt sich aber sogleich, wenn man bedenkt. dass für den Fall eines 
reellen Dreiecks, wenn wir die Durchschnittspunkte von A/J mit z und BC 
AI 
A"TI 
einen doppelt so grossen absoluten Werth haben muss, als das Schnittverhält- 


respective durch /7’ und A” bezeichnen. immer das Schnittverhältniss 


AIT 


Aryp (was leicht bewiesen werden kann). Dieses Gesetz muss aber 


auch dann noch stattlinden, wenn das Dreieck ABC imaginär ist. 


n1SS 


Ist daher A die reelle Ecke des Fundamentaldreiecks und «a die ihr 
gegenüberstehende reelle Seite, so findet man zu einem gebenen Pol /7 die 


Polare. indem man A/J bis zu dem der soeben angegebenen Bedingung ent- 





aa hr Zr a 





ee ET 


6 Abe ud Lak ng wel U ea il ur 2 a eb ir: 





Siebeck, über Curven dritter Klasse und vierter Ordnung. 353 


ug 


sprechenden Punkte /7’ verlängert und ausserdem auf « den dem A” in dem 
gegebenen Involutionssystem entsprechenden Punkt A’ aufsucht: alsdann ist 
A'IT' die gesuchte Polare. Der Ort der Pole aller Geraden, welche durch 
einen festen Punkt P gehen, ist ein dem Dreieck umschriebener Kegelschnitt. 
welcher die conische Polare von P in Bezue auf das Dreieck ist. letzteres 
als Curve dritter Ordnung betrachtet; auch ist dieser Keeelschnitt leicht zu 
construiren, da er die Geraden AA’, BB’, CC’ zu Tangenten hat. Anderer- 
seits ist die Enveloppe der Polaren aller Punkte einer festen Geraden p ein 
dem Dreieck einbeschriebener Kegelschnitt. welcher die conische Polare von 
p in Bezug auf das Dreieck ist, letzteres als Curve dritter Klasse betrachtet. 
Sind p und P Pol und Polare in Bezug auf das Dreieck, so findet zwischen 
dem einbeschriebenen und dem umschriebenen Kegelschnitt eine doppelte Be- 
rührung Statt, und zwar sind die beiden Berührungspunkte imaginär, wenn alle 
drei Ecken des Dreiecks reell sind: dagegen sind sie reell. wenn das Dreieck 
nur eine reelle Ecke hat. Die Berührunessehne aber ist identisch mit der 
Geraden p, und der Durchschnittspunkt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten 
identisch mit dem Punkte P. 

Dieses vorausgeschickt, ersehen wir aus dem in Betreff der Schaar & 
zuletzt bewiesenen Hauptisatze, dass die in Bezug auf das Fundamentaldreieck 
genommenen Pole der Kegelschnitte dieser Schaar von der Beschaffenheit 
sind. dass ihre geraden Polaren durch einen festen Punkt P gehen, und dass 
sie somit selbst in demjenigen dem Dreieck umschriebenen Kegelschnilt © 
liegen. welcher die conische Polare von P ist. Und umgekehrt werden, wenn 
irgend ein Kegelschnitt © dem Dreieck umschrieben ist. die conischen Polaren 
der Punkte desselben in Bezug auf die Curve dritter Ordnung ABC, alle 
oben gezeigten Eigenschaften der Schaar © besitzen. Zieht man sodann an 
0 eine beliebige Tangente, so ist ihr Pol der Durchschnittspunkt zweier un- 
endlich naher Kegelschnitte der Schaar, also ein Punkt der Enveloppe ©, 

Die Curve CO, ist somit der Ort der in Bezug auf das Fundamen- 
taldreieckh genommenen Pole der Tangenten eines diesem Dreieck um- 
schriebenen Kegelschnitts. 

Von diesem Gesichtspunkte aus lässt sich auch leicht beweisen. dass 
sie vierter Ordnung und dritter Klasse ist. Eine beliebige Gerade L nämlich 
wird die Curve C, so vielmal schneiden. als Punkte in der Geraden vorhanden 
sind, welche Tangenten von 9 zu Polaren haben. Die Enveloppe der Polaren 
aller Punkte von Z ist aber, wie oben erwähnt, ein dem Dreieck einbeschriebener 
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Kegelschnitt, und dieser hat mit © vier gemeinsame Tangenten; daher ist ©, 
von der vierten Ordnung. Lässt man nun die Gerade Z sich um einen ihrer 
Punkte 0 drehen. so erhält man eine Schaar dem Dreieck einbeschriebener 
Keselschnitte, welche sämmtlich eine feste Gerade o, die Polare von OÖ, be- 
rühren. So oft nun von den vier einem Keeelschnitt dieser Schaar mit dem 
9 gemeinsamen Tangenten zwei zusammenlallen, so oft also ein Kegelschnitt 
dieser Schaar © berührt, ebenso oft wird die Gerade ZL eine Tangente von 
C, sein. Da es aber immer sechs Kegelschnitte giebt. welche vier feste 
Gerade und zugleich einen gegebenen Kegelschnitt berühren, so lassen sich 
demnach sechs Tangenten von O an C, ziehen. Unter diesen sechs Tan- 
genten befinden sich aber immer drei, welche nach den fesien Punkten A, B, 
Ü gehen und folglich nicht mitzuzählen sind. Somit ist ©, eine Curve dritter 
Klasse. Zugleich kann man nun auch die Lage der Doppeltangente bestimmen. 
Letztere muss offenbar in diejenige Linie fallen, für welche die Enveloppe 
der Polaren der einzelnen Punkte derjenige dem Dreieck ABC einbeschriebene 
Kegelschnilt ist, welcher © doppelt berührt, also in die Polare p des Durch- 
schnittspunkts der Rückkehrtangenten ? in Bezug auf das Dreieck. Sie ist 
eine isolirte Tangente, wenn das Dreieck ABC reell ist; dagegen sind beide 
Berührungspunkte reell, wenn das Dreieck nur eine reelle Ecke und eine 
reelle Seite hat. Die Berührungspunkte fallen nämlich offenbar in die Durch- 
schnittspunkte der Doppeltangente mit dem Kegelschnitt ©. Hierdurch ist dann 
auch der letztere Kegelschnitt bezüglich seiner Lage zur Curve €, hinlänglich 
charakterisirt, und wir können die jetzt gewonnenen Resultate kurz so zu- 


sammenlfassen: 


Der durch die drei Rückkehrpunkte und die beiden Berührungspunkte 
der Doppeltangente einer Curve dritter Klasse und vierter Ordnung €, 
gehende und somit völlig bestimmte Kegelschnitt ist der Ort der in Bezug 
auf das von den Küchkehrpunkten gebildete Dreieck genommenen Pole 
der Kegelschnitte der Schaar S, die Curve C, selbst aber ist der Ort 


der Pole der Tangenten dieses Kegelschnitts. 


Zu gleicher Zeit stellt sich auch noch ein interessantes Geselz bezüg- 


lich der Involutionsgruppen heraus. Sind nämlich Q, AR, T die vierten 
Durchschnittspunkte dreier Kegelschnitte der Schaar © (PR), (OT), (RT), 
und sind resp. Z, M, N die Pole dieser Kegelschnitte, welche also auf © liegen, 
so ist NM die Polare von Q in Bezug auf das Fundamentaldreieck, ZN die 
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Polare von R, MN die Polare von 0. Da nun die beiden Dreiecke ABC und 
LMN einem und demselben Keselschnitt © einbeschrieben sind. so sind sie 
nach einem bekannten Satze auch einem und demselben Kegelschnitt umschrie- 
ben. und zwar ist letzterer Kegelschnitt die Enveloppe der Polaren der Punkte 
der Geraden ORT. Lässt man nun das Dreieck LMN sich so herumbeweeen. 
dass es fortwährend dem © einbeschrieben und dem anderen Keselschnitt 
umschrieben ist. so bewegen sich die Pole der Seiten desselben auf der Ge- 
raden und bilden hierbei die dieser Geraden aneehörenden Involutionsgruppen 


der Curve Ü, 






oO 
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Sind von einer Curve €, die drei Rückkehrpunkte A, B, C und der 
Durchschnittspunkt P der Rückkehrtangenten gegeben. so können wir durch 
eine einfache Construction zu beliebiveen Punkten der Curve eelangen. Es 
ist hierzu hinreichend. den Polarkegelschnitt von P zu constiruiren und von 
den Tangenien desselben die Pole in Bezug auf das Dreieck ABC zu suchen. 
Wir können aber dann unter Anderem die Frage aufwerlen: wie sind zwei 
Tangenten des Kegelschnitts zu wählen, damit ihre entsprechenden Pole solche 
Punkte der Curve (Ü, sind. dass ihre Verbinduneslinie selbst die Curve €, 
berührt. dass also die zugehörigen Tangenten conjugirt sind: ferner: wie sind 
drei Tangenten des Kegelschnilts zu wählen. damit die entsprechenden Tan- 
genten der Curve Ü, sich in einem Punkte schneiden? 

Die erste Frage ist leicht zu beantworten. Da nämlich conjugirte 
Tangenten in einer reciproken Beziehung stehen, so müssen die enisprechen- 
den Tangenten von © d.h. die in Bezug auf das Fundamentaldreieck genom- 
| menen Polaren der Berührungspunkte je zweier conjugirter Tangenten ein 
: Involulionssystem bilden, folglich müssen sich je zwei solcher Tangenten des 
| Kegelschnills 9 in einer festen Geraden treffen. Diese Gerade aber muss mil 
der Doppeltangente p von Ü, identisch sein: denn die Doppelstrahlen des von 
den Tangenten des Kegelschnilts @ gebildeten Involutionssvstems sind ollenbar 
diejenigen Tangenten. welche die Durchschnittispunkte der Doppeltangente 
mit dem Kegelschnitt 9 zu Berührungspunkten haben. Wir erhalten somit 
den Salz: 

Legt man von einem beliebigen Punkte O der Doppeltangente einer 


Curve dritter Klasse und vierter Ordnung C, zwei Tangenten an den 





durch die drei hückkehrpunkte und die beiden Berührungspunkte der Dop- 
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peltangente gehenden Kegelschnitt, und nimmt von diesen Tangenten die 
Pole in Bezug auf das von den Rückkehrpunkten gebildete Dreieck so 
sind dies zwei solche Punkte der Curre C,. deren Tangenten conjugirt sind. 
Sind ferner P und P” die Berührungspunkte der beiden in Rede ste- 
henden Tangenten von 9, so müssen dieselben mit dem Hauptpol P in 


Ie— 
gc 


'ader Linie liegen: somit muss der Pol P'’ der Geraden P’'P” in Bezug auf 


das Dreieck ABC selbst auf dem Kegelschnitt © liegen. Der Punkt P” ist 
aber der Durchschnittspunkt derjenigen Kegelschnitte der Schaar ©. welche 
den Punkten 7’ und P” polar sind, und deren Hauptpunkte folglich die ent- 
sprechenden Punkte der Curve C, sind. Folglich schneiden sich je zwei 
Kegelschnitte der Schaar S, welche die Curve (Ü, in zwei solchen Punkten 
berühren, deren Tangenten conjugirt sind, auf dem Kegelschnitt 9. Ausser- 
dem aber müssen sich. da sich in dem Punkte O der Doppeltangente die beiden 
Tangenten OP’ und OP” von © treffen, die Pole dieser drei Geraden in Be- 
zug auf das Dreieck ABC selbst auf einem diesem Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitt befinden. Wir erhalten somit den Satz: 

Jeder durch die drei Rückkehrpunkte und den Durchschnittspunkt 
der Rückkehrtangenten einer Curve dritter Klasse und vierter Ordnung 
gehende Kegelschnitt schneidet diese Curve noch in zwei solchen Punkten, 
zu welchen conjugirte Tangenten derselben gehören. 

Behufs Beantwortung der zweiten Frage wollen wir annehmen, dass 


Y 


F ein fester Punkt der Curve C, und # die zugehörige Tangente sei, welche 


C, ausserdem in @ und H schneiden mag: seien ferner M, P', P" die auf 


dem Kegelschnitt © liegenden Pole der die Curve €, in F, @, H berührenden 
Kegelschnitte der Schaar ©; so dass also P’ und P”, da die Punkte @ und 
H die Berührungspunkte conjugirter Tangenten von €, sind, mit P in gerader 
Linie liegen. Bewegt sich dann ein Punkt Z auf der Geraden #, und denkt 
man sich von demselben zwei Tangenten E und Ef’ an Ü, gezogen, so sind 
die Berührungspunkte derselben zugleich Hauptpunkte zweier Kegelschnitte 
T' und T” der Schaar ©, deren in Bezug auf das Dreieck ABC genommene 
Pole 0’ und Q” auf dem Kegelschnitt © ein Involutionssystem bilden. Die 
Doppelpunkte dieser Involution sind die Punkte P’, P”; ist daher wieder 0 
der auf der Doppeltangente liegende Pol der Geraden P'P” in Bezug auf 9, 
so geht die Gerade 00”, während Z sich bewegt, fortwährend durch den 
Punkt O0. Und umgekehrt schneidet jede durch einen festen Punkt O der 
Doppeltangente gehende Gerade den Kegelschnitt © in zwei solchen Punkten, 
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deren zugehörige Tangenten in Bezug auf das Dreieck Polaren sind zweier 
Punkte der Curve C,. deren zugehörige Tangenten !' und ?”’ sich auf einer 
festen Tangente ? schneiden. Bezeichnen wir nun den Durchschnittspunkt der 
Kegelschnitte T’ und T” mit X, so wird. während sich Z auf der festen 
Tangente £ bewegt. X sich auf einem festen Kegelschnitt K beweeen. näm- 
lich auf dem Polarkegelschnitt von O0. Da die Punkte X und Z sich nur ein- 
deutig entsprechen, so werden sie auf der Geraden f und dem Kegelschnitt 
K projectivische Punktreihen bilden; und da der Punkt P auf dem Kegelschnitt 
K liegt. so werden die Strahlen PZ und PX projectivische Büschel bilden. 
Es lassen sich mehr als zwei Strahlen des einen dieser beiden Büschel nach- 
weisen, welche auf die entsprechenden Strahlen des anderen Büschels fallen. 
Verlegt man nämlich Z in den Durchschnittspunkt von f mit einer der Rück- 
kehrtangenten AP, BP, CP, so fällt X resp. nach A, B, € (man könnte 
ausserdem auch zeigen, dass Z und X zusammenfallen. wenn Z nach @ und 
H gelangt); demnach muss überhaupt jeder Strahl des einen Büschels auf 
den entsprechenden des anderen fallen, und es liegen daher die Punkte P, 
X, Z immer in gerader Linie. Somit geht die Gerade. welche den Durch- 
schnittspunkt der Rückkehrtangenten mit dem vierten Durchschnittspunkte 
zweier beliebiger Kegelschnitte der Schaar © verbindet, auch durch den 
Durchschnittspunkt der beiden Tangenten, welche man an die Enveloppe ©, 
der Schaar in den beiden Punkten legen kann, in welchen sie von diesen 
Kegelschnitten berührt wird, und welches zugleich die Hauptpunkte dieser 
Kegelschnitte sind. Hieraus erhalten wir aber sofort folgenden bemerkens- 
werthen Satz: 

Liegen die drei Punkte einer Involutionsgruppe der Curve C, mit 
dem Durchschnittspunkt der Rhückkehrtangenten in gerader Linie, so treffen 
sich die den drei Kegelschnitten der Schaar ©, welche durch je zwei 
dieser Punkte gehen, entsprechenden Tangenten der Curve Ü, in einem 
Punkte, und zwar liegt dieser Punkt in derselben geraden Linie. 

Bewegt sich daher ein Punkt Z, von welchem aus drei Tangenten an 
C, gelegt sind, in einer durch den Durchschnittspunkt P der Rückkehrlangenten 
gehenden Geraden, so bewegen sich die drei vierten Durchschnittspunkte der 
drei Kegelschnitte der Schaar ©, deren Hauptpunkte mit den Berührungs- 
punkten jener Tangenten identisch sind, in derselben geraden Linie. Die den 
Punkten einer solchen Involutionsgruppe entsprechenden Polaren in Bezug auf 
das Fundamentaldreieck werden aber, wie aus dem Früheren hervorgeht, ein 
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Dreieck bilden. welches sich so bewegt. dass es fortwährend dem Kegelschnitt 
9 einbeschrieben und einem dem Fundamentaldreieck einbeschriebenen Kegel- 
schnitt, der Enveloppe der Polaren der Punkte jener Geraden. umschrieben 
ist. Letzterer Kegelschnitt muss aber, da jene Gerade durch P geht. offenbar 
die Doppeltangente berühren. Wir haben daher hiermit folgendes Gesetz be- 
wiesen: 
Beschreibt man um das von den hückkehrpunkten einer Curve dritter 
IKlasse und vierter Ordnung C, gebildete Dreieck ABC denjenigen Ke- 
gelschnitt 9, welcher durch die Berührungspunkte der Doppeltangente 
geht, und ausserdem in dasselbe Dreieck einen derjenigen Kegelschnitte, 
welche die Doppeltangente berühren, und bildet man dann alle Dreiecke, 
welche dem ersteren Kegelschnilt einbeschrieben, dem anderen umschrieben 
sind, so werden 
I) die in Bezug auf das Dreieck ABU genommenen Pole der Seiten dieser 
unendlich vielen Dreiecke eine Involution dritter Ordnung bilden auf einer 
Geraden L, welche durch den Durchschnitispunkt der Rückkehrtangenten geht: 
2) werden, wenn man in den Ecken eines beliebigen dieser Dreiecke Tan- 
genten an den kegelschnitt © legt, die in bezug auf das Dreieck ABC 
genommenen Pole dieser Tangenten immer eine auf der Curve C, liegende 
Gruppe von drei solchen Punkten bilden, dass ihre zugehörigen Tangenten 
sich in einem Punkte schneiden, und letzterer Punkt wird ebenfalls auf 
der Geraden L liegen. 

Um nun noch zu ermitteln, in welcher Beziehung die auf © liegenden 
Punkte M, P', PT zu einander stehen, wollen wir denjenigen Kegelschnilt der 
Schaar ©. welcher ©, in F berührt. durch K bezeichnen: alsdann wird. wenn 
wir den sich auf der Tangente # bewegenden Punkt Z mit P verbinden, die 
Verbinduneslinie dem soeben Bewiesenen zu Folge den Kegelschnitt K stels 
in zwei solchen Punkten @ und 5 schneiden. durch welche noch diejenigen 
zwei Keglschnilte T’ und T” der Schaar gehen. denen zwei sich in Z schnei- 
dende Tangenten der Curve €, entsprechen. Gelangt nun der Punkt Z nach 
G. so werden die beiden Punkte « und ? in einen einzigen und zwar auf 
PG liegenden Punkt Q zusammenfallen, und die Linie PG wird folglich den 
Kegelschnitt A in einem Punkte A berühren: ebenso wird auch die Gerade 
PH diesen Keeelschnilt in T berühren. Da somit RT Polare von P in Bezus 
auf-den Kegelschnilt A (gemischte Polare von P und M) ist, so ist sie zu- 


gleich Polare des Punktes M in Bezug auf den Kegelschnitt ©. Der Punkt 
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M liegt aber selbst auf ©, und seine Polare ist somit die Tangente von © in 
M: somit ist die Gerade OT eine Tangente von ©. Da nun aber die drei 
Durchschnittspunkte der drei Kegelschnitte X, T’, T”, welche der Schaar & 
angehören, in gerader Linie liegen, und schon zwei dieser Punkte, nämlich 0 
und T (als Durchsehnittspunkte von K mit T’ und T”) auf der Tangente von 
49 im Punkte M liegen, so muss auch der dritte dieser Punkte. der Durch- 
schnittspunkt von T’ und T” auf dieser Tangente liegen. Dieser Punkt muss 
aber auch, da T’ und T” zu conjugirten Tangenten von ©, gehören, einem oben 
bewiesenen Salze zufolge, auf 9 liegen; er muss also mit M zusammenfallen. 
Berücksichtigt man nun, dass nicht nur K die conische, sondern auch 
P'P" die gerade Polare des Punktes M in Bezug auf das Fundamentaldreieck 
ist. so erhält man den Satz: 
| Zieht man durch den Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten der 
Curve C, eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt 9 in P’_ und P'" 
schneidet, und ist M der auf © liegende Pol der Geraden P'P’ in Be- 
zug auf das Fundamentaldreieck, legt man ferner in den Punkten M, P', 
P" Tangenten an den Kegelschnitt 9, und sind resp. F, @, H die Pole 
dieser Tangenten in Bezug auf das Fundamentaldreieck, so sind F, @, 
H drei in gerader Linie liegende Punkte der Curve C,, und zwar berührt 
diese Gerade Ü, in F. 


Oe— 


Die Aufgaben, welche wir uns im Anfange dieses Paragraphen g 


stellt haben, sind somit vollständig gelöst. 


4. 

Die speciellen Fälle, welche bei vorstehendem Aufsatz in Betracht 
kommen, zerfallen in zwei Hauptgruppen, welche dadurch bedingt sind, dass 
in dem Fundamentaldreieck alle Ecken und Seiten reell, oder nur eine Ecke 
und die gegenüberstehende Seite reell sein kann. Zu den Curven der ersien 
Gruppe gehört auch die Steinersche Curve; sie bildet denjenigen Fall. in 
welchem das Fundamentaldreieck gleichseilig ist und die Doppeltangente in 
die unendlich entfernte Gerade fällt; die beiden Berührungspunkte sind dann 
unendlich entiernte imaginäre Kreispunkle. 

Der Kegelschnitt © ist der von Steiner mit d* bezeichnete Kreis, und 
die Schaar © besteht aus denjenigen dem gleichseitigen Dreieck ABC um- 
schriebenen Kegelschnitten (lauter Hyperbeln). bei welchen die in den Ecken 
gelegten Tangenten die Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten treffen. 
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welche mit dem Schwerpunkte desselben in gerader Linie liegen. Bei den 
Curven der zweiten Gruppe hat die Doppeltangente immer zwei reelle Be- 
rührungspunkte, und es giebt auch in dieser Gruppe eine specielle Curve, 
welche sich durch besonders interessante Eigenschaften auszeichnet, nämlich 
diejenige, für welche zwei Ecken des Fundamentaldreiecks, also zwei Rück- 
kehrpunkte in die beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte fallen. 
Ist nämlich ein beliebieer Punkt A die reelle Ecke des Fundamentaldreiecks 
und ein anderer beliebiger Punkt P der Durchschnittspunkt der drei Rückkehr- 
tangenten (von denen zwei imaginär sind), so ist aus dem, was in $. 2 über 
Pol und Polaren in Bezug auf imaginäre Dreiecke gesagt worden ist, leicht 
einzusehen, dass zu einem beliebigen Punkte Q der Ebene die Polare q in 
Bezug aul das Fundamentaldreieck, dessen Ecken B und (© in die imaginären 
Kreispunkte fallen, gefunden wird, wenn man die Gerade QA über A hinaus 
bis N verlängert, so dass AN=40A ist, und sodann auf AN in N eine Nor- 
male q errichtet. Hiernach ergiebt sich also die Doppeltangente p der in Rede 
stehenden Curve von selbst. Ferner ist der Kegelschnitt © offenbar ein Kreis 
und zwar derjenige, für welchen P und p» Pol und Polaren sind, also auch 
durch A, P und p völlig bestimmt; auch sieht man sogleich, dass der durch 
die Doppeltangente p von diesem Kreise abgeschnittene Bogen 120° beträgt. 
Endlich sieht man auch leicht ein, dass jede Parabel, welche A zum Brenn- 
punkt hat, als ein dem Fundamentaldreieck einbeschriebener Kegelschnitt be- 
trachtet werden kann; denn insofern der Brennpunkt einer solchen Parabel in 
A liegt, wird sie von den imaginären Seiten AB und AC des Dreiecks be- 
rührt; und insofern sie eine Parabel ist, hat sie die unendlich entfernte Seite 
BC zur Tangente. Bei richtiger Durchführung vorstehender Andeutungen 
gelangt man unter Benutzung einiger speciellen Eigenthümlichkeiten der Figur 
zu folgenden bemerkenswerlhen Gesetzen: 

Zieht man in eimer Ebene vier beliebige Gerade und beschreibt um 
die vier von je dreien derselben gebildeten Dreiecke Kreise, so gehen 
die letzteren alle durch einen und denselben Punkt A; auch liegen die vier 
Mittelpunkte der Kreise selbst in einem Kreise K, welcher ebenfalls durch 
A geht. Dildet man eine Schaar © von solchen Kreisen, welche sämmt- 
lich ihre Mittelpunkte auf K haben und durch A gehen, so hat dieselbe 
alle Eigenschaften der früher mit © bezeichneten Kegelschnittschaar: 
die drei zweiten reellen Durchschnittspunkte je dreier dieser Kreise lie- 


gen immer in gerader Linie; jeder Kreis wird von allen übrigen so ge- 
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schnitten, dass die Tangenten, welche man an dieselben in dem jedesma- 
ligen Durchschnitispunkte legen kann in einem Punkte des ersteren zu- 
sammentre/fen,, in demjenigen nämlich, in welchem dieser Kreis die En- 
veloppe der Schaar berührt, ete. Die Enveloppe C, selbst ist eine Curve 
dritter Klasse und vierter Ordnung, von welcher ein Rückkehrpunkt in 
A liegt, während die beiden anderen in die unendlich entfernten imagi- 
nären Kreispunkte fallen. Als Durchschnittspunkt der Rückkehrtangenten, 
von denen zwei imaginär sind, ist der Mittelpunkt P des Kreises K_ zu 
betrachten. Die Doppeltangente, welche zwei reelle Berührungspunkte 
hat, wird gefunden, wenn man die Gerade PA über A hinaus um die 
Strecke 4 PA verlängert und auf der Verlängerung in ihrem Endpunkte 
eine Normale errichtet. Der durch die drei Rückkehrpunkte und die bei- 
den Berührungspunkte der Doppeltangente gehende Kegelschnitt © ist ein 
dem K gleicher Kreis, welcher K von aussen in A berührt. Wählt man 
zwei beliebige Kreise der Schaar © etwa K’ und K" und legt durch den 
zweiten (d. h. nicht in A befindlichen) Durchschnittspunkt derselben eine 
Gerade g, welche die beiden Kreise zum zweiten Male in M und N trifft, 
so wird der Durchschnittspunkt der in M und N an dieselben gelegten 
Tangenten während einer Drehung von q um den festen Durchschnitts- 
punkt der beiden Kreise immer die nämliche Curve C, beschreiben. Diese 
Curve kann auch als Fusspunkteurve des Kreises K für einen in A fal- 
lenden Pol betrachtet werden oder als Epicykloide von K mit einem 
Rückkehrpunkte, für welche also der auf K rollende Kreis gleich K ist: 
ferner auch als diejenige Curve, welche man erhält, wenn man um den 
in A liegenden Brennpunkt einer Parabel, deren Achse in die Rich- 
tung PA fällt, einen Kreis beschreibt und zu den Punkten der Parabel 
die in Bezug auf diesen Kreis conjugirten Pole (im Plückerschen Sinne) 
sucht, so dass also die Curve C, der Parabel kreisverwandt ist. Jeder 
durch P und A gehende Kreis schneidet die Curve Ü, in zwei solchen 
Punkten, deren zugehörige Tangenten conjugirt sind. In zwei solchen 
Punkten berühren auch je zwei Kreise der Schaar © die Curve Ü,., wenn 
ihre Mittelpunkte im Kreise K harmonisch liegen zu den beiden Punkten, 
in welchen derselbe von der Normalen geschnitten wird, welche man auf 
der Linie AP in ihrer Mitte errichten kann. Theilt man die Peripherie 
des Kreises K auf beliebige Weise in drei gleiche Theile und wählt die- 
jenigen Kreise aus der Schaar ©, deren Mittelpunkte in die Theilpunkte 
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fallen, so berühren diese die Curve C, in drei solchen Punkten, zu 
denen parallele Tangenten gehören, und zwar sind diese drei Tangenten 
zugleich der Geraden parallel, welche durch P und die drei zweiten Durch- 
schnittspunkte der Kreise geht. Um überhaupt drei Punkte auf C, so 
zu bestimmen, dass ihre zugehörigen Tangenten sich in einem Punkte 
schneiden, braucht man nur drei solche Kreise der Schaar © zu wählen, 
deren drei zweite Durchschnittspunkte in eine durch P gehende Gerade 
fallen; die drei berührungspunkte dieser Kreise mit der Curve C, haben 
dann die verlangte Beschaffenheit und zwar liegt auch der Durchschnitts- 
punkt der drei entsprechenden Tangenten von ©, auf der erwähnten Ge- 
raden. Der Ort der Durchschnittspunkte conjugirter Tangenten (Hessesche 
Curve) besteht aus der Doppeltangente p und einer durch die Berührungs- 
punkte der Doppeltangente gehenden Hyperbel, welche zugleich von den 
Verbindungslinien der genannten Berührungspunkte mit P_ berührt wird. 
Ihr Mittelpunkt wird gefunden, wenn man die Gerade AP über P hinaus 


um % des Radius von K verlängert und ihre Halbmesser a und b sind 
resp. =%r und ry$, u. s. w. 


Liegnitz. Februar 1866. 
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Ueber einen algebraischen Typus der Bedingungen 
eines bewegten Massensystens. 
(Von Herrn R. Lipschitz ın Bonn.) 


Won ein System materieller Punkte unter der Einwirkung eines 
Systems von Kräften steht, bei dem eine Kräftefunetion existirt, und einem 
System von Bedingungsgleichungen unterworfen ist, die von der Zeit nicht 
abhängen, so giebt es bekanntlich immer ein Integral, in dessen Ausdruck die 
individuelle Beschaffenheit der Bedingungen nicht eingeht. das Inteeral der 
lebendigen Kraft. Es ist aber, soviel ich weiss, bisher nicht bemerkt worden. 
dass aus den Gesetzen der Bewegung ein zweites von der individuellen Be- 
schaffenheit der Bedingungen unabhängiges Resultat abgeleitel werden kann. 
sobald denselben eine gewisse Beschränkung allgemeiner Art auferlegt wird. 
Nennt man die Punkte des Systems der Reihe nach P,. P;. ... P,. ferner 
diejenige Lage desselben, bei der beziehungsweise der Punkt P, den 
Ort B, einnimmt, (D,.D,....D,). und eine gewisse ausgezeichnete Lage 
(As As»... A,). bezeichnet man die Coordinaten der Oerter B, und A, in 
einem rechtwinkligen Goordinatensystem respective durch x,, Y,, 3. und a,, 
b,. e,, endlialı die herrschenden Bedingungen durch die Gleichungen 

4 SG. 75 EZ 3 70OE | PER 7; 9 
so lässt sich die in Rede stehende Beschränkung so aussprechen, dass &.. 
P;, ... PD, algebraische homogene Funelionen der 32 Coordinatendifferenzen 
I, —a Ya Das 3a 


dt 


sein sollen. Es bedeute nun (B,. B,,.... B,) die Lage, welche das Massen- 


u» 


system während seiner Bewegung zur Zeit f einnimmt, und es werde für 
jeden Punkt P, das Product aus der demselben zugehörigen Masse m, in das 
Quadrat des Abstandes A,P, gebildet. und von diesem Produet über die » 
Punkte die Summe genommen, die gleich 2@ sein möge. alsdann gilt der Satz, 
dass der nach der Zeit £ genommene zweite Differentialquotient der Summe 
2@ einen Werth hat. der nicht von der individuellen Beschaffenheit der Be- 
dingungen, sondern allein von der Lage des bewegten Massensystems abhängt. 
Ich werde diesen Satz beweisen. und mit Hülfe desselben die Bedingungen 
für die Stabilität der Bewegung bei gewissen Bewegungsproblemen aufstellen. 
46 * 
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In Betreff der allgemeinen Beschaffenheit einer algebraischen homo- 
senen Function W von gegebenen Elementen kann man erwähnen, dass, weil 


der Grad derselben gleich einem Bruch =“ ist, dessen Zähler und Nenner 
\ 


sanze Zahlen sind, die Potenz W* eine homogene Function vom p“” Grade 
wird. und deshalb immer einer algebraischen Gleichung 


EW“-E, wd)L.. LE, = 0 


genügen muss, deren Coefücienten E, E,, ... E, rationelle ganze homogene 
Functionen der Elemente von den Graden e,ce+p,... e+ps sind. Unter den 


as Wurzeln der Gleichung in W werden dann und nur dann zwei Wurzeln 
von endlichem Werthe gleich, wenn die Discriminante 4 der Gleichung ver- 
schwindet. Schreibt man deshalb den Elementen solche stetige Aenderungen 
vor, bei denen die Function ./ nicht durch den Werth Null hindurchgeht, so 
lassen sich die entsprechenden stetigen Aenderungen einer jeden Wurzel un- 
zweideutig verfolgen. Es werden daher diejenigen Gleichungen, deren Diseri- 
minante / die Eigenschaft hat, für kein reelles System der Elemente das 
Vorzeichen zu wechseln und nur mit allen Elementen zugleich zu verchwin- 
den. unter gewissen Voraussetzungen den Vorzug haben, dass jede reelle 
Wurzel derselben als eine für alle reellen Wertheombinationen der Elemente 
reelle, stetige und eindeutige Function der Elemente aufgefasst werden kann; 
und nur von algebraischen Functionen dieser Beschaffenheit ist im Folgenden 
stillschweigend die Rede. Ä 

Die geometrische Bedeutung des angegebenen Typus der Bedingungs- 
sleichungen ist leicht zu erkennen. Jede Function &,, wo der Zeiger 
von 1 bis / lauft, hat nach der Annahme die Eigenschaft, sobald statt der 
Variabeln x,, %., 3. beziehungsweise die Ausdrücke a,+p(x,—a.), b.+p(y.—b.)» 
c„+p(2.— e,) substituirt werden, wenn der Grad von #5, gleich 9, ist, für 
jedes p in den Ausdruck p®#$, überzugehen. Sobald daher für eine Lage 
(Bı, B;,... B,) die / Gleichungen 2,;=0 erfüllt sind, so werden sie auch 
für jede Lage (B,. B;,,... B,) befriedigt sein, welche zu der ersteren in der 
Beziehung steht, dass die drei Oerter A,, B,, B, eines jeden Punktes P, auf 
je einer geraden Linie liegen. und dass der Ort B, die Strecke A,B, nach 
einem für alle » geraden Linien gleichen Verhältnisse theilt. 


Um die ausgesprochene Eigenschaft der Function @ zu beweisen, werde 
die Kräftefunction U genannt, und mögen die Differentialgleichungen für die 











or 
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Bewegung des Massensystems nach der Weise von Lagrange mit Anwendung 




















von /! zu bestimmenden Multiplicatoren 4,,. 4. ... A, folgendermassen ge- 
schrieben werden: 
P d’x, OU ei oD, u = 
) —— II ...— ——— 
. OL OL Te+rh Or, 
dy. oU .„ oD „ o®%; 
(2.) m = — +4, +4..44—, 
\ J a de? OYa w i OYa ia u l OYa ) 
d’z. DU ,. 0. ‚ di 
Sr = u tar ler: 
di OL 0%. O%a 


ich multiplieire diese drei Gleichungen der Reihe nach mit den Factoren 
Lu Gas Yad., 3.—C,, addire dieselben und nehme die Summe des Aggregals 


über die » Punkte des Systems, dann entsteht die Gleichung 











d’ - ya Ri d’z. 
| Im,((2.—a «) I -+(y.—b, ) ap + (32, — 6.) Ir -) 
T oU AU 
/ / \ f 
(3 ) Dr: &((2,-a,) a al a) ur \ al ) „Jar ) 
& "& OYa OR 
w. OD3 oD3; 0%; 
+23231;((2,— a.) — 4u.—b,) —— 3,.—C,)) — 
r u A u I, T (Ya )y 1 a) I, 


Die Grundeigenschaft der homogenen Functionen liefert aber die Gleichung 





N 

f y / \ O D; j / \ © au 3 \ o PD; 

(4.) Ss (,— A.) ar k Tr Ya nu b.) ee (2, — Ca) £) une 1 PB; D 
[74 5 OL: O2. 


deren rechte Seite wegen der ER: A) verschwindet. Demnach er- 
hält die auf der rechten Seite von (3.) befindliche Doppelsumme den Werth 
Null, und wenn man die linke Seite derselben Gleichung durch Relationen 
umformt, die den drei Coordinaten entsprechen und nach dem Typus 





92 


d’(2.— 0.) dx + 9/ («, \d La 
di‘ 


4.) w 


gebildet sind, so kommt 


4m es ee 4)" 1 d’(ya— be) EA m Ca)" 2 a N )- - a) ) 


di’ 
A. U 
wer > ((2.—a,) + (Ya—b.) —— + (32 — Cu) ) 


OYa 











) m 
ORx 





Schon oben ist die Summe, deren allgemeines Glied das Product aus der 
Masse m, in das Quadrat des Abstandes A,B, ist 


m, (2. — a, + a + (2, ie 6,)) v- 2G 


gesetzt worden, nun wird die Summe der lebendigen Kräfte 
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angenommen, so verwandelt sich die Gleichung pe ı die Euer 
d’G Ö T ’ 
6.) — —?RT= z,((©.-a, ig, 
dr’ \ i x) OL + Ya 8 Oo Ya Be ’ 03, 


Hierauf erhält man das Integral der lebendigen Kraft in der folgenden Gestali 
) T-U= T(0)-U0), 

wo T(O) und U(®O) diejenigen Werthe der Functionen T und U bedeuten. 

welche entstehen, indem man in dieselben für die Ausdrücke x,, Ya. 3. 

dz, dy de. 


— —, die für einen bestimmten Zeitmoment 4,—=t serebenen Werthe 
dt di ’ dt © 


der betreffenden Grössen substituirt. Die Elimination der Function T aus den 





(rleichungen (6.) und (T7.) liefert alsdann das Resultat 


= aUrZ «(a 0%) > +(%. +8. 0) 5) +2T(0) UV). 
durch welches der Behauptung gemäss der zweite auf die Zeit / bezogene 
Differentialquotient der Grösse @ als eine reine Funclion der Lage des be- 
wegten Massensystems dargestellt wird. 

Die Gleichungen (6.) und (8.) nehmen eine noch einfachere Form an. 


wenn die Kräftefunction U ebenso, wie die Functiionen #;, 


a, eine algebraische 


homogene Funclion der Elemente x,—a,. yY.—b., 3,.— €, Wird. Bezeichnet 


man die Ordnung der Function U alsdann mit f, und schreibt in der Gleichung 
1.) U statt $, und E stalt g;, so führt die hervorgehende Relation zu den 


neuen Gleichungen 








6%) 5-27 = EM, 
(8*.) = — (248) U+2T(0)—-2U(0). 


Die so eben angestellten Betrachtungen stimmen unter der Voraus- 
selzung, dass die Bewegung des Massensystems frei von Bedingungen ist, in 
ihrem Wesen mit denjenigen überein, die Jacobi Bd. XVII, pag. 120 dieses 
Journals und in den Vorlesungen über Dynamik pag. 21 entwickelt hat. Dort 
(allen aber die Punkte, die gegenwärlig A,, A:,... A, genannt worden sind. 
in einen zusammen, und dieser ist zum Anfangspunkt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten genommen. Hierzu kommt bei der von Jacobi gegebenen Anwendung 
auf ein System von Massen, die allein unter dem Einfluss der gegenseitigen 


Anziehung stehen, der besondere Umstand. dass die Wahl dieses Coordinaten- 
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anfangspunktes für das Problem gleichgültig ist, und deshalb erhält daselbst 
der nach der Zeit £ genommene zweite Differentialquolient der Function @ 
immer den gleichen Werth, in welchen festen Punkt man die Punkte A,. 
As. ... A, auch vereinigen möge. 
2. 
Wenn man annimmt, dass die sämmtlichen #, rationale ganze Functio- 


nen ersten Grades von den Elementen z,—a,, ya—b., 3.—e. sind. die 


«>» Ü [8 


Kräftefunction U jedoch eine rationale ganze Funclion zweiten Grades von 
diesen Elementen ist, se hät man die allgemeinen Voraussetzungen, welche 
zutreffen, sobald das Massensystem um die Lage (A,. As. ... A,) kleine Schwin- 
sungen beschreibt *). Aus der Theorie dieses Problems kennt man die Be- 
dingungen, welche nothwendig und hinreichend sind, damit für ganz beliebige 
Anfangsgeschwindigkeiten und Anfangsörter der Massenpunkte weder die Ent- 
fernung eines Massenpunktes von der Lage (A,. A;. ... A,) noch die Ge- 
schwindigkeit eines Massenpunktes zu irgend einer Zeit gewisse feste Werthe 
überschreite, und damit das Massensystem in keiner anderen Lage als in der 
Lage (A,,As,... A,) ruhen könne. Es ist aber eine durchgreifende Eigen- 
schaft des charakterisirten algebraischen Typus der Bedingungsgleichungen. 
dass überall, wo derselbe auftritt, und wo zugleich die Kräftefunction U eine 
algebraische homogene Function der Elemente z,.—a,, y.—b,, 3.— ec. isl. 


a» iX 


welche gleich Null wird, sobald alle Elemente zugleich verschwinden. und 
welche immer in’s Unendliche wächst, sobald ein Element jede Grenze über- 
schreitet, die entsprechende, die Stabilität der Bewegung betreffende Frage 
ebenso einfach beantwortet werden kann, wie bei dem Fall der kleinen 
Schwingungen. Die zugehörige Antwort lässt sich nämlich. wie folgt. zu- 
sammenfassen. Wenn sowohl die sämmtlichen Funetionen &,, wie auch die 
Kräftefunetion U algebraische homogene Functionen der Elemente x, —a,. 
Ya—b., 3.— 6, Sind, wenn die Function U gleich Null wird, sobald alle Ele- 
mente in den Werth Null übergehen. und allemal in’s Unendliche zunimmt. 
sobald ein Element über jedes Mass hinaus wächst, so dass der Grad der 
Function gleich einer positiven Zahl ist, alsdann besteht die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass bei ganz beliebigen Anfangsörtern und 
Anfangsgeschwindigkeiten weder die Entfernung eines Massenpunktes von der 


Lage (A,, Az, ... A,) noch die Geschwindigkeit eines Massenpunktes zu irgend 





*) Lagrange, m&canique analytique, seconde partie, section VI. 
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einer Zeit gewisse feste Grenzen überschreite, und dass eine Ruhe des Massen- 
systems ausserhalb der Lage (A,, A,,... A,) unmöglich sei, darin, dass die 
Kräftefunction U für alle endlichen, reellen mit den Bedingungen $,=0 
vereinbaren Systeme von Elementen, das System z,—a,=0, y.—b. =. 
3,— 6. = 0 ausgenommen, einen endlichen negativen Werth erhält. Die 
Rechtfertigung für dieses Criterium der Stabilität der Bewegung soll sogleich 
erfolgen. 

Zuerst wird gezeigt werden, dass wenn die Bewegung des Massen- 
systems den vorgeschriebenen Charakter der Stabilität bewahrt, die in Rede 
stehende Function U die angegebene Beschaffenheit haben muss. Zu diesem 
Behuf eliminire ich aus der nach der Voraussetzung geltenden Gleichung (6 *., 
und dem Integral der lebendigen Krafı (7.) die Function U und erhalte die 
Gleichung 

(9) (24T = TE+E(T(0)- U(0)) 
Die beiden Seiten derselben, welche in jedem Augenblick der Bewegung voll- 
ständig bestimmte Funetionen der Zeit Z# darstellen, können mit dem Element 
dt multiplieirt und von dem Werthe t= 0 bis zu dem Werthe {= r integrirt 
werden. Dies giebt das Resultat 


10.) (2+E) f "Tat = (TY+T(0)— U0))(r-0), 


i IG  .. 
wo die Function — die Bedeutung hat 


dG dx. N dya / dz. 
(1 1.) di u zm, (©.— a,) di T (Ya Er b.) dt + (3.— 6.) ei) 





IG NT. j i N 
und der Ausdruck (Z ), die Differenz der beiden Werthe von z bedeutet. 


die den Substitutionen £=0o und £=1r entsprechen. Wenn nun der Voraus- 

dx. dyu de 
» u’dU’ di 
zu irgend einer Zeit der Bewegung eine feste Grenze übersteigen darf, so 











selzung gemäss keine der Grössen 2,—4a,, Ya—bas 3.— € 


«> a 


gilt dasselbe auch von dem Ausdruck Ze, und es ist evident, dass der Bruch 
es 
x dt /o 





„ wenn die Grösse r über jedes Mass hinaus wächst, die Grösse o 


<——® 
aber fest bleibt, die Null zur Grenze haben muss. Es werde jetzt die Glei- 
chung (10.) durch den Ausdruck f(7— 0) dividirt, und man lasse den Werth 
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r über jede Zahl hinaus zunehmen, während der Werth o fesigehalten wird. 
so entsteht für den Grenzfall die Gleichung: 


Hm. t_ / "Tat = 0-00) 








lim. bye. 


(12.) 


Die Summe der lebendigen Kräfte 27 kann vermöge ihrer Natur niemals 
gleich einer negativen Grösse werden, der Werth derselben ist aber unter 
den bestehenden Voraussetzungen für jede Zeit zwischen festen Grenzen ein- 
geschlossen, und darf nur in dem einen Falle, dass dauernd z,—a,—0. 
yab.=0, 3.— 6, = 0 ist, dauernd verschwinden. Deshalb hat der Ausdruck 





' 1 1 ' ’ 

lim. ; -/ Tdt, wofern nicht dauernd das System 2,—a,=0, y,—b,—=d. 
0} 

3. —€6,=0 herrscht, immer einen endlichen positiven Werth. und der Bruch 


+, 0. m. . or FRE 
rn ist in Folge der Hypothese ebenfalls eine positive Grösse. Wollte man 


nun voraussetzen, dass für ein reelles, den Gleichungen ?,—= 0 genügendes. 
von dem System z,=a,, Y.=b,., 2, ec, Verschiedenes System von end- 
lichen Werthen z,, %., 2%. die Funelion U entweder einen posiliven oder 
einen verschwindenden oder einen unendlich grossen Werth annehme,. so 


braucht man nur die betreffenden Werthe &,. Y.. 3. zu den Coordinaten der 


entsprechenden Punkte /, für den Zeitmoment = t#, zu wählen, was nach der 
Hypothese erlaubt ist, um einen Widerspruch herbeizuführen. Die linke Seite 
der Gleichung (12.) hat alsdann aus den angegebenen Gründen einen end- 
lichen positiven Werth; wenn aber für das in Rede stehende Werthsystem 
%ıs Ya; 3. der Werth U(O) beziehungsweise negativ. oder verschwindend 
oder unendlich gross wird, so kann man nach der Hypothese in jedem Falle 
über die dem Zeitpunkt = #, entsprechenden Geschwindigkeiten der Massen- 
punkte und demzufolge über den Werth T(O) so verfügen, dass die rechte 
Seite der Gleichung (12.) respective negativ oder verschwindend oder un- 
endlich gross wird. Durch den hervortretenden Widerspruch ist somit als 
nothwendig erwiesen, dass die Function U für alle endlichen reellen, mit den 
Gleichungen $,;=0 vereinbaren Systeme von Elementen, das System 2,—a,=0, 
y.—b,=0, 3,—c,=0 ausgenommen, einen endlichen negativen Werth erhalte. 
Nachdem dieser Punkt erledigt ist, hat es keine Schwierigkeit zu be- 
weisen, dass. wenn die Kräftefunctiion U die vorgeschriebene Beschaffenheit 
besitzt, ein Gleichgewicht des Systems ausserhalb der Lage (A,. A,,... A,) 
unmöglich ist, und dass die Entfernungen der Massenpunkte von dieser Lage 
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sowie die Geschwindigkeiten derselben in feste Grenzen eingeschlossen sind. 
Solite erstens ein Gleichgewicht in einer von (A,, As, ... A,) verschiedenen 
Lage des Systems bestehen können, so hätte man für jeden Werth der Zeil 
T=0, und deshalb wegen der Gleichung (12.) der Voraussetzung zuwider 
die Gleichung U(0)=0. Die Richtigkeit des zweiten Theiles der Behauptung 
ist eine Folge aus dem Integral der lebendigen Kraft 
T—- U = T(0)—-U(0). 

Nach der bestehenden Voraussetzung darf die Function U für alle endlichen 
mit den Gleichungen P,;=0 vereinbaren Werthsysteme &,, Yu, u, das 
System 2,=4,, Ya=b., 3. ec, ausgeschlossen, nur endliche negative Werthe 
annehmen, für dieses System aber wird U=0; daher ist der Ausdruck T—L 


ein Aggregat von den beiden Functionen T und — U, die für alle zulässigen 
dx. dy. di 
dt’ dt” dt 
mals negativ werden, und das Gleiche gilt mithin von dem speciellen Werthe 
des Aggregats T(O)--U(0). Nun besitzt die Function T durch ihre Natur 
dz, dya di 
di’ dd’ d 
hinaus wächst, mitzuwachsen, und die Function U hat laut der allgemeinen 


oben getroffenen Voraussetzung die Eigenschaft, wenn eine der Grössen 


7 


endlich bleiben und nie- 





endlichen Werthsysteme &,, Y., 3. 








die Eigenschaft, wenn eine der Grössen über jedes Mass 


2, — 4,» YaDdu, 3a €, über jedes Mass hinaus zunimmt, ebenfalls ohne Ende 
OL Wu di 


dt’ d’ d 
unter den obwaltenden Verhältnissen durch die Gleichung T-— U= T\0)— U(0) 


an gewisse endliche zu keiner Zeit zu überschreitende Grenzen gebunden, und 
das war behauptet worden. Das aufgestellte Criterium für die Stabilität der 
Bewegung bei den in Rede stehenden Bewegungsproblemen ist demnach voll- 





zuzunehmen. Daher sind die Werthe &,—a,, ya—b., 2. — Cs; 


ständig begründet. 


3. 

Von dem gewonnenen Standpunkte aus können auch diejenigen Be- 
wegungsprobleme betrachtet werden, bei denen sowohl die Functionen #; 
wie auch die Function U algebraische homogene Functionen der Elemente 
2, —4,, Yadas 3. ec, sind, und ausserdem die Function U die Eigenschaften 
hat, für alle endlichen mit den Bedingungen $,=0 vereinbaren Systeme von 
Elementen positiv zu sein, nur zu verschwinden, sobald ein Element in's Un- 
endliche wächst, dann und nur dann unendlich gross zu werden, wenn alle 
Elemente zugleich verschwinden, sich aber so zu verhalten, dass bei dem Ab- 
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nehmen aller Elemente das Product aus der Function U und der Function G 
immer gegen die Null convergirt. Die Zahl f, welche den Grad der Function 
U bezeichnet, liegt dann zwischen den Grenzen 0 und —2, diese selbst aus- 
eeschlossen. Unter diesen Voraussetzungen lässt sich beweisen. dass bei 
einem endlichen Werthe der Function @ das Massensystem nicht im Gleich- 
gewicht verharren kann, dass, wenn die Functionen @ und T zu jeder Zeit 
der Bewegung kleiner als gewisse endliche Grenzen bleiben. die Constante 
T(0)—U(O) einen endlichen negativen Werth haben muss *), und dass, wenn 
diese Constante einen endlichen negativen Werth hat. die Function @ eine 
endliche Grenze nicht überschreiten kann. 

Die Richtigkeit des ersten und des zweiten Theiles der Behauptung 
folgt aus dem Umstande, dass, sobald die Funetionen @ und T nicht wachsen 
können. die Gleichung (12.) in Kraft tritt. Ist T dauernd gleich Null. so 
muss. wie auch oben bemerkt, U(O) ebenfalls gleich Null sein, und dies ist 
nach der Voraussetzung mit einem endlichen Werthe der Function @ unver- 


träglich. In dem Falle einer wirklichen Bewegung wird aber die Constante 
») 


vr 


T(O0)— U(0) gleich dem Product des endlichen negativen Werthes —— in 


1 
T— 0 





den endlichen positiven Werth lim. ip Tdt. Der dritte Theil der Be- 


hauptung wird durch die Gleichung der lebendigen Kraft T-U= TO)— UV 
erledigt. Denn wenn bei einem negativen Werth der Constante T(O)— U(0) 
die Function @ über jede Grenze hinaus wachsen sollte. so müsste nach der 
Voraussetzung die Function U sich der Null nähern, also die niemals negative 
Function T der negativen Constante T(0)—U‘O) gleich werden, was unmöglich ist. 

Ein Unendlichwerden der Function T kann wegen der Gleichung 
T—-U=T(0)—U(0) nur dann eintreten, wenn die Function U ebenfalls in's 
Unendliche wächst, und nach der Voraussetzung geschieht dies wieder nur 


dann, wenn die sämmtlichen Elemente ©,—a,, y.—b., 3.— €, sich der Null 


nähern. Multiplicirt man daher die Gleichung der lebendigen Kraft mit der 
Function @ und beachtet, dass das Product @U nach der Voraussetzung beim 
Verschwinden der sämmtlichen Elemente immer die Null zur Grenze hat, so 
erkennt man, dass unter den bestehenden Verhältnissen die Function T nur in 
dem Falle unendlich gross werden kann, wenn zu derselben Zeit das Massen- 


system in die Lage (A,. A,.... A,) übergeht und das Product GT gegen die 





*) Vgl. die oben angeführten Stellen bei Jacobt. 
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Null convergirt.. Es wird deshalb die Function T niemals in’s Unendliche 
wachsen können, sobald ein Umstand den Vorgang verhindert, dass das Pro- 
duct @T beim Abnehmen der sämmtlichen Elemente 2,—qa,, Yy.—bd., 3.—C, 
gegen die Null convergire. 

Man kann nun eine einfache Bedingung für das Eintreten eines solchen 
Umstandes angeben, wofern die Function $, und U noch einer ferneren Be- 


schränkung unterworfen sind. Jede Function V, welche die Elemente x,— a 
n(n-+ 1) 
2 
(2. —0,) (2. — A) + (Ya — 6.) (Ya anti, — 8, — 


enthält, wo «& und « alle Werthe von 1 bis » durchlaufen, nn offenbar 


a» 





y„—b., 3, —c, nur in den homogenen Verbindungen 


den drei parliellen Differentialgleichungen 

















z(z_@ 2-0) (9 8) = 0, 
an oV oV 
(13.) (5 (2.—0,)— oh (3.—6.)) ur 0, 
oV 
25% un. ku 5 (0-4) un 
Wenn daher die Functionen 2; und U Bw FR Cu 0,5 Ya Das 3a ©. 


n—+-1) 


nur in den - ( 5 
(©, ai 4.) (2x a A..) + (Ya ng b.) (Yu b..) + (2. Ey C.) (Zu. Der Ca) 
enthalten, so genügen dieselben den für V aufgestellten drei partiellen Dif- 


ferentialgleichungen, und man kann aus den Differentialgleichungen der Be- 
wegung (2.) die folgenden Gleichungen herleiten: 


I’ ya d’z. 
z M, o. (24 — €) ur u (Ya -b,)) - 


I d’z, U’x. de 
14) \Em(lGr (0-0) Tr (6) = 0, 


homogenen Verbindungen 


2 





En (ey) (0—a,)) = 0, 
welche sofort die drei Integrale liefern 
Zm (He (0) Ge (y.-b,)) = 4, 
(15.) ac (Se (2, ne _ er - 8, 
m. (ie. ( = 
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Dieselben gehen in die Integrale über, welche unter dem Namen der Flächen- 
sätze bekannt sind, sobald die » Punkte A,,. A,,.... A, in einen Punkt ver- 
einigt werden. Ich werde jetzt den Beweis der Thatsache führen, dass, wenn 
die Quadratsumme der drei neuen Integrationsconstanten W’-+B?’+ € nicht 
gleich Null ist, das Product @T beim Abnehmen der sämtlichen Elemente 
24.45 Ya—5u>s 2. — €, nicht verschwinden kann, und dass folglich alsdann 
unter den gegebenen Verhältnissen die Function T zu keiner Zeit in’s Un- 
endliche zunimmt. 

Der Kürze halber mögen die folgenden Bezeichnungen gebraucht werden 








Ayo ; dz. en 
de Ban) Yabu) = Pas 
d2« = 

dt (2,.— a,)— (20 — 6.) Tas 
dx. 





(Y Ga b.)-—7 - (2, —4,) = Tfı> 


(16.) | di 
(2.—0, + | (Yyu—b, TEN . zu u; 


a I + (3% dya 4 (2: dz. 


(Em.P.«) + +(£m, g.) + + (mer) =, 














dann kommt 

Sms. =?20, Zm.v,=?T. 
Wenn nun bei der einfachen Summation, wie bisher, der Buchstabe « die 
Werthe von 1 bis » durchläuft, dagegen bei der doppelten Summation die 


Buchstaben « und « nur die Paare ungleicher Zahlen aus der Reihe von 1 
bis » darstellen, so gilt die Gleichung 


2 2 | 2 2 2 
4AG6T—D' = < m. (Sa —Pa— ga — Ta) 


T. . 
Ken +FI3m.m. (Su 4800 — 2PaPa— 2a a — Wal). 


Da allgemein die Ungleichheit 


(PaPatgagatrara) S (Pat gatrz) (Prtgat re) 
besteht, und für die Grössen p,, Ga; r. in Folge ihres Bildungsgesetzes die 


bekannte Relation 


2 ds, ‚ 
18.) petditrn = 2-5 7) 


stattfindet, so hat man die Folgerungen 
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222 2 2 2 af dsa\ 
SU. — Pa Ga Ta 8 ( di ) —, 


(PaPat Gegatrala) SO S la, 

50 +80, — Papa — 29a Murau Z 0°. 
Also ist die Verbindung 46@T— D’ gleich einem Aggregat von lauter nicht 
negativen Grössen. In Folge der drei Integrale (15.) wird D’ gleich der 
Constante A’+B°-+C°, und es leuchtet ein, dass, wenn dieselbe einen von 
der Null verschiedenen Werth hat, das Product @T auch beim Abnehmen der 
sämmtlichen Elemente 2, —@,, Ya—b,., 3.—c, nicht verschwinden kann; dies 
aber war zu beweisen. 

Wenn der Zeit t=f, ein endliches, den Bedingungen P,=0 genügen- 
des. von dem System ©,=@,, Y.=b., 3. = ce, Verschiedenes. sonst aber 
ganz beliebiges Werthsystem &,, %., 3, entspricht, so ist nach der Voraus- 
setzung der zugehörige Werth U(0) ein endlicher und positiver; es kann 


I Ma Ma En. 
a fü 


die Zeit £=t, ebensowohl bewirkt werden, dass die Constante T(0)— U(0) 
einen negativen und die Constante W’+3°’+@? einen von der Null verschie- 
denen Werth erhalte, wie auch, dass die Constante T(O)—U(0) einen positiven 
Werth bekomme. Hieraus zieht man den Schluss, dass, wenn unter den ob- 





deshalb durch die Wahl der Geschwindigkeitscomponenten 


waltenden Verhältnissen die Lage des Massensystems beliebig, doch so ge- 
geben ist. dass die Function @ einen endlichen von der Null verschiedenen 
Werth hat. es lediglich von den zugehörigen Werthen der Geschwindiekeits- 
componenten abhängt, ob die Bewegung den Charakter der Stabilität an sich 


trace oder nicht. 
Bonn. den 16. October 1866. 








Ueber die Anziehung eines homogenen Polyeders. 
(Von Herrn F. @. Mehler zu Danzig.) 


(Im Auszuge mitgetheilt aus den Schriften der naturforschenden Gesellschaft zu Danzig vom Jahre 1865. 


1. I der Abhandlung „Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum 
elliplicorum homogeneorum“ schickt Gauss der Behandlung des Ellipsoids den 
Beweis einiger allgemeinen Sätze voraus. durch welche gewisse dreifache 
über einen körperlichen Raum ausgedehnte Integrale auf zweifache redueirt 
werden. die sich über die Oberfläche dieses Raumes erstrecken. Die Ab- 
leitung dieser Sätze beruht auf einer Zerlegung des Körpers entweder in 
kegelförmige Elemente, die ihre Spitze in einem festen, dem angezogenen. 
Punkte haben, oder in ceylindrische, deren Seitenlinien einer festen Richtung 
im Raume parallel sind. Indem man die erste Art der Zerlegung auf das 
Potential V, die zweite auf die nach irgend einer Richtung genommene Al- 
traclionscomponente A eines homogenen Körpers anwendet, wird man auf die 
folgenden beiden Doppelintegrale geführt: 


a "pdw Ki "c08sa dw 
1. —_, 





” r 

in denen dw das Öberflächenelement, r die Entfernung desselben von dem an- 
gezogenen Punkte P, « den Winkel der nach innen errichteten Normalen 
mit der betrachteten Richtung und p das Perpendikel bezeichnet, welches von 
P auf die durch dw gelegte Tangentialebene gefällt wird. Es ist noch hin- 
zuzufügen, dass p positiv oder negaliv genommen werden muss, je nachdem 
das Element dw dem Punkte P die innere oder äussere Seite zukehrt. Ist 
nun der anziehende Körper ein Polyeder, so sind p und « für alle Elemente 
derselben Grenzfläche constant, und es können demnach. wenn man das In- 
tegralzeichen immer nur auf eine einzelne Polyederfläche bezieht und durch 
das Zeichen Z eine Summation über sämmtliche Flächen andeutet, die obigen 
Gleichungen durch die folgenden drei ersetzt werden: 


1) V=429.2, 2) A=Zcosa.ß, 


| 3) 2=/ 
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Somit handelt es sich bei der Bestimmung von V und A gleichmässig 
um die Berechnung des Doppelintegrals (2, welches angesehen werden kann 
als das Flächenpotential eines Grenzpolygons, das man sich mit einer Massen- 
schicht von der constanten Dichte 1 belegt denkt. Man construire nun in 
der (gehörig erweiterten) Ebene eines solchen Polygons F über jeder der 
dasselbe begrenzenden Kanten das Dreieck, welches seine dritte Ecke in dem 
Fusspunkte O0 des von P auf jene Ebene gefällten Lothes hat: dann ist das 

Potential (2 gleich der Summe der Potentiale aller der 
Dreiecke, welche sich von innen, vermindert um die 
| Summe der Potentiale aller derjenigen, welche sich 
N von aussen an eine Seite des Polygons F anlehnen. 
NH wet Betrachten wir also eines dieser Dreiecke, OST, legen 


J 


ee UN 7 noch durch das Loth PO oder p eine auf der Polygon- 
| x seite ST' senkrechte Ebene POQ, fällen von irgend 
A Ay: ‚4 einem Punkte B des Dreiecks auf OQ das Loth BC=y, 
/ DEREN N setzen OC=x, /0OPB=%, /C0B=n und be- 
2 BERN zeichnen durch (p) den absoluten Werth von p, so ist: 

> \ | x = OBcosn = (p)tgY9'cosn, 

I y= OB sinn = (p)lg 9 sinn, 

es wird: 


’sin#ddn 
cos?F 





do = (dx dy) = E ı Ver (P) r 


und man erhält für das Potential D des Dreiecks OST den Ausdruck: 


 f/ SnY9'dö'dn 
li Da cos’%u 


Es sei M der Punkt, in welchem die Verlängerung von OB die Seite ST 
schneidet, und ZOPM=9, so sind O und % die Integrationsgrenzen für 9'; 
nach „ aber hat man, wenn (, wie es in der Figur angenommen ist, zwischen 
S und T fällt, einerseits von „=0O bis „=n,= Z Q0S und andererseits 
von n=0 bis n=m= Z/ OT zu integriren und die erhaltenen Resultate zu 





addiren. Also ist: 


oil Gate Nan+p "Cs 1 )dn, 








Um die noch übrig bleibende Integration passend auszuführen, schneiden wir 
die körperliche Ecke P—OST durch eine um P beschriebene Kugel vom 
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Halbmesser 1 und erhalten ein dem ebenen Dreiecke 

OST entsprechendes sphärisches 0'S’T', und ein dem 

OQM entsprechendes 0'0’M'. In diesem letzteren, das Ah 
bei @' rechtwinklig ist, ist OM'=9, ZOOM =n, | g 
und wir setzen ferner die bei der Integration con- ct Sub 
stante Kathete 0’Q’=g, die veränderliche Q'M’= m’ I 15 
und den veränderlichen Winkel O0'M'0'=u'. Dif- Zee ee rc r 
ferentiirt man nun die Formel „) 





cosn7 = sin u’ cosm', 
nachdem man von beiden Seiten die Logarithmen genommen hal. so wird: 


‚ dm! 











tendn = — cot w' dw + sinm —— . 
endn u du + sinm een 
cotu’ > a 
oder, da tgn7n = en und sinm’ = cotw’tgg ist: 
dn . dm’ 
cs du a ı Fee 


Hieraus ergiebt sich sofort: 
K . —1)dn 2 —1n— wW+ tgg. log cot Ar 1m‘) + Const. 


cos# 
Beim Uebergange zu den bestimmten Integralen mit den Grenzen O und n,. 


0 und 7, ist zu beachten, dass für n„=0: W"=4n, mM'=0; für n=n: 
"„=/080 =u, "=0S’=m, und für n„=n: "= ZO0TOQ =», 
m'—=0('T'=n; also wird, wenn man noch +7, oder / S’O’T’ durch A be- 





zeichnet: 

D = (p).(n—)—u—r)+(p)tgglog[cot(477 — Im) cot(An— 4n)]. 
Liegt der Punkt Q nicht zwischen S und T, so gilt, wie leicht einzusehen, 
dieselbe Formel, sobald man demjenigen der Segmente m und » einen nega- 
tiven Werth ertheilt, welches ganz in die Verlängerung von S’T’ fällt. Setzi 
man nun 

m=3n—p, n=zan1—Y, 

wo p und w nichts anderes als die Winkel PST und PTS$ in der ersten Figur 
bedeuten, so erhalten, wenn g und % stets positiv und zwar zwischen O0 und 
rı gewählt werden, die Segmente m und » von selbst die richtigen Vorzeichen, 
und führt man ferner den Flächeninhalt 4 des Dreiecks 0'S’T’ und die Länge 
q der Linie OQ ein vermittelst der Gleichungen 


Id=h+u+r—n, q=(p)igg, 
Journal für Mathematik Bd. LXVI, Heft 4. 48 
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so wird man die Formel für D einfacher so schreiben können: 
D = —(p)4d+glog(cotigycotiw). 

Man hat jetzt, um (2 zu erhalten, die Ausdrücke des D für alle die Dreiecke. 
aus denen F zusammengeselzt wurde, zu bilden und zu einander zu addiren. 
wobei man 4 und g in den sich auf die äusseren Dreiecke beziehenden Aus- 
drücken negative Werthe ertheilen muss. Die Summe der ersten Glieder ist 
—(p)f. wenn f das sphärische Polygon bezeichnet, welches auf der um P be- 
schriebenen Kugel durch die Seitenflächen der Pyramide begrenzt wird, die F 
zur Basis und in P ihre Spitze hat. Die Fläche dieses Polygons f, welches 
kurz die scheinbare Grösse von F in Bezug auf den Punkt ? genannt werden 
kann, fällt nach der vorhergehenden Ableitung wesentlich positiv aus, und 
dasselbe gilt von dem Producte (p)f. Man darf also pf statt (p)f schreiben, 
sobald man festsetzt, dass f stets dasselbe Zeichen wie p haben solle. Somit 
wird £2 gefunden durch die Formel: 


- 2 = —pf+Z,glog(cotlgy cot}w). 
und darauf Y und A durch die Gleichungen 
(1.) V=42,p.%, 2.) A=2;,c0sa.2. 


Der besseren Uebersicht wegen wiederhole ich die Bedeutung der in 
diesen Formeln vorkommenden Zeichen. Es ist p das von dem angezogenen 
Punkte P auf eine Polyederfläche F gefällte Loth und f die scheinbare Grösse 
von Fin Bezug auf P; p und f sind positiv oder negaliv zu nehmen, je nach- 
dem F dem P die innere oder äussere Seite zukehrt. g bezeichnet das von 
dem Fusspunkte O jenes Lothes auf irgend eine Kante von F gefällte Perpen- 
dikel und hat das positive oder negative Zeichen, je nachdem O an der inneren 
oder äusseren Seite der Kante liegt; g und y sind die an den Endpunkten 
dieser Kante liegenden Winkel in dem Dreieck, das seine dritte Ecke in P 
hat; « bedeutet den Winkel, welchen die Richtung der Componente A mit der 
auf F nach dem Innern des Körpers errichteten Normalen bildet; die Summe 
>, erstreckt sich über alle Kanten des Polygons F, und das Zeichen $; deutet! 


—a | 
i 


an. dass die entsprechenden Aäsdrücke für alle Grenzflächen des Polyeders 


zu bilden sind. 

2. Um für f einen analytischen Ausdruck durch die Grössen p, 9, 
y, w zu erhalten, beachte man, dass f= 4, und das J=+(+u+v-n), 
je nachdem p und g gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. Liegt 
nun die gemeinschaftliche Ecke 0’ der Dreiecke 7 ausserhalb der Fläche von 
f. so ist &(+4)=0, und liegt 0’ innerhalb, so ist diese Summe = +2 bei 
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positivem und = —2n bei negativem p. Bemerkt man noch, dass 
. ! | ) [) 
sinm=tggcotu= + a cotu, also +(u—An) — —arctg(2- sin m) ’ 
e\, 


und dass v aus « durch Vertauschung von m mit » hervorgeht. so erhält man: 


/ ptT Pi ul P .._‘ 
3)" fs An - 2, |arcig(! sin m) + arcig (7 sın „)|. 


wobei &=0 zu selzen, wenn, 0 ausserhalb F, dagegen = +1, wenn 0 inner- 
halb fällt, und zwar =+1, wenn p positiv, und = —1, wenn p negativ. 
Setzt man das Dreieck O'S’T’( 4) aus den rechtwinkligen Dreiecken 0'0'8’(4,) 
und O'O'T'(4,) zusammen und wendet die Formeln 


ey dh, =tigigieim, te4d,=tgigieln 


an. so findet man für f noch einen anderen, für alle Lagen von P gleich- 
mässig gültigen Ausdruck, nämlich: 

9.)  f = 22,[aretg (tg igtg im) + arctg (tgigigetn)]. 
Die arctg sind in dieser, wie auch in der vorhergehenden Formel. zwischen 
—4n und 477 zu nehmen, der früher absolut genommene, jetzt aber ebenfalls 
zwischen —47r und !}r zu wählende Bogen g hängt mit p und q durch die 
Gleichung ptgg=g zusammen, und endlich ist m = 47 —y, n= In— w. 

3. Wir kehren zu dem für A gefundenen Ausdruck zurück, um dem- 
selben eine andere, für manche Anwendungen bequemere Gestalt zu geben. 
Denkt man sich den Werth von 42 aus (4.) in (2.) substituirt, so liefert jede 
Kante K, weil sie zwei verschiedenen Flächen F und F’ angehört, zwei lo- 
garithmische Glieder; die Summe derselben ist, wenn man diejenigen Grössen, 
welche für beide Flächen verschiedene Werthe besitzen, durch Accente unter- 
scheidet: 

(qcosa+g' cosa')log(col }y cot}w.). 
Man setze, wie vorhin, ptgg=q, und p'tgg’=g', und betrachte p, g etc. als Functio- 
nen der rechtwinkligen Coordinaten a, a,, a, des angezogenen Punktes. Da g+g' 
den constanten Winkel misst, welchen die von P auf Fund F’ gefällten Lothe 


Eee 09, 0 _ a q ee 
einschliessen, so ist Ant —=0, oder da g= arclg —, und g =aı eig 7: 





Op oq ‚op _,oq 
q oa u; oa 1 1 ca —- oa 
p’+ q’ p”—+ g” 








= U, 








Bezeichnet nun 3 den Winkel, welchen die in der Ebene des Polygons F 


auf X nach innen errichtete Normale mit der Componente A bildet, so ist 
45 * 


ji 
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= —cos/, und ferner hat man: P_=cos a, pP+g’=p"”+g”; demnach wird: 
gcosa+g'cos«' = pcosPß-+p'cosf', 
und man erhält: 
6.) A= F;,pl—-fecose+ 3,cos log (cot ty cottw)]. 
Durch Differentiation von (1.) und Vergleichung des Resultats mit (2.) erhält 


man ferner: 
30 





(L.) 


und wenn man diesen Ausdruck dem Fo gleichsetzt und die so ent- 
stehende Formel auf eine Pyramide anwendet, welche das Polygon F zur Basis 
hat, und in deren Spitze sich der angezogene Punkt befindet, so ergiebt sich: 


98 
8.) = —= — fcosa-+ >,cosPlog(cot!y cotlıy). 


Hierdurch ist die von einem ebenen Polygon nach einer beliebigen Richtung 
ausgeüble Anziehung bestimmt. Projieirt man die in die drei rechtwinkligen 
Coordinatenaxen fallenden Componenten auf die Normale der Ebene, so fin- 


det man: 


o8 082 o8 
(9.) cos a4 rar rn —f, 





d. h. die Kraft, mit welcher eine ebene, mit einer Massenschicht von gleich- 
förmiger Dichte belegte Fläche einen Punkt in der Richtung ihrer Normalen 
anzieht, ist gleich gross für alle Punkte, in Bezug auf welche diese Fläche 
oleiche scheinbare Grösse hat. 

Man kann vermittelst der letzten Gleichung auch leicht verificiren, dass 
V der charakteristischen Differentialgleichung des Potentials Genüge leistet. 
Setzt man nämlich: 


da” 














so folgt aus (2.) und (9.) höhe! V ——rf. Es ist also —4S’V gleich der 
scheinbaren Grösse der Gesammtoberfläche des Polyeders, d. h. gleich Null 
für ausserhalb des Polyeders gelegene Punkte, und gleich der ganzen Kugel- 
oberfläche (47) für innere Punkte. 

4. Die für die Polyeder erhaltenen Resultate führen sogleich zu dem 
Schluss, dass das Potential und die Attractionscomponenten eines homogenen 
von abwickelbaren Flächen vollständig begrenzten Körpers stets durch einfache 
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Integrale darstellbar sind. Denkt man sich nämlich die Oberfläche des Körpers 
durch die geraden Erzeugungslinien in unendlich schmale Streifen zerschnitten, 
so wird das 42 eines jeden solchen Streifens in geschlossener Form durch 
(4.) gegeben, und die jetzt aus unendlich vielen Gliedern bestehenden Sum- 
menausdrücke in (1.) und (2.) gehen in einfache Integrale über. Uebrigens 
wird man zu den einfachsten Formen der Lösung besser durch eine mehr 
directe Methode, unter Einführung zweckmässig gewählter Coordinaten. ge- 
langen, und man wird durch eine derartige Behandlung sich auch leicht über- 
zeugen, dass der oben ausgesprochene Satz auch auf solche homogenen Körper 
Anwendung findet, welche von nicht abwickelbaren geradlinigen Flächen be- 
grenzt sind. Was endlich das Potential einer auf einer geradlinigen Fläche 
gleichmässig vertheilten Massenschicht betrifft, so besitzt es die angegebene 
Eigenschaft nur dann, wenn diese Fläche eine abwickelbare ist. 


Danzig, im April 1866. 


Rn 
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Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 


(Von Herrn R. Hennig zu Gnesen.) 





ee Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, dass die in meinem 
„Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten“ im 65°" Bande Ihres Journals 
gegebene Construction des Krümmungsradius einer Roulette, welche ich für 
neu hielt, schon von Savary in seinen Vorträgen an der Pariser polytechnischen 
Schule angegeben worden ist, und dass sich diese Construction, auf eine von 
der meinigen verschiedene Weise abgeleitet, insbesondere in kinematischen 
Werken findet, namentlich in Laboulaye, Cinematique, 1849, pag. 129, in 
Haton de la Goupilliere, traite des engrenages, 1861, pag. 48 und in La- 
marle, calcul differentiel et integral 1861, pag. 219. 

Diese Mittheilung erlaube ich mir Ihnen mit der Bitte zu machen, dass 
Sie derselben als Zusatz zu meinem oben erwähnten Beitrag eine Stelle in 


Ihrem Journal anweisen wollen. 


(inesen. 1866. 








ze 
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Preisfrage 
der physikalisch- mathematischen Klasse 
der 
Königlich Preussischen 


Akademie der Wissenschaften 
fir das Jahr 1868. 


Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am Leibnitzischen Jahrestage, 
den 5. Juli 1866. 


(Aus dem von Steiner gestifteten Legate für Preisfragen in dem Gebiete 
der synthetischen Geometrie.) 


Für diejenigen geometrischen Probleme, deren algebraische Lösung 
von Gleichungen von höherem als dem zweiten Grade abhängt, fehlt es noch 
an der Feststellung der zur constructiven Lösung derselben erforderlichen und 
ausreichenden fundamentalen Hülfsmittel, sowie an den Methoden zur systema- 
tischen Benutzung dieser Hülfsmittel. 

Indem die Akademie die Frage, die sie stellt, auf die Probleme be- 
schränkt, welche auf kubische Gleichungen führen, wünscht sie, dass wenig- 
stens an einer Anzahl von speciellen Beispielen gezeigt werde. wie diese 
Lücke in dem Gebiete der constructiiven Geometrie ausgefüllt werden könne. 
Namentlich verlangt sie die vollständige Lösung des folgenden Problems: 

Wenn dreizehn Punkte in der Ebene gegeben sind, so sollen durch 
geometrische Construction diejenigen drei Punkte bestimmt werden, welche 
mit den gegebenen zusammen ein System von sechszehn Durchschnittspunkten 
zweier Curven vierten Grades bilden. 

Bei der Lösung sind die Fälle zu berücksichtigen, in welchen einige 
der dreizehn Punkte imaginär und demgemäss nicht als individuelle Punkte, 
sondern als Durchschnittspunkte vorgelegter Curven gegeben sind. Gewünscht 
wird ferner, dass sämmtliche geometrische Constructionen durch die entspre- 
chenden algebraischen Operationen erläutert werden. 
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Die Arbeiten können in deutscher, französischer oder lateinischer Sprache 
abgefasst werden. 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Frage ge- 
widmeten Preisschriften ist der 1. März des Jahres 1868. Jede Bewer- 
bungsschrift ist mit einem Motto zu versehen und dieses ist auf dem Aeussern 
des versiegelten Zettels, welcher den Namen des Verfassers enthält, zu 
wiederholen. Die Ertheilung des Preises von 600 Thalern geschieht in der 
öffentlichen Sitzung am Leibnitztage im Juli des Jahres 1868. 


























